Capitulo 4

Calculo diferencial

4.1 Diferenciabilidad

Vamos a establecer una forma alternativa de describir la derivabilidad en una
variable.

Proposicion 4.1.1 Sean I un intervalo abierto,a € I'y f:I — R una funcién.
Son equivalentes

(i) f es derivable en a.

(ii) Existe o € R tal que

s h =0
(iii) Existe o € R tal que

lim fla+h) = fla) —ah _ 0

h—0 |h|

Ademés, en estas condiciones « es tnico y a = f(a). g

Utilizaremos la caracterizacion de la derivada de la Proposicion 4.1.1 para extender
la nocién de derivada a funciones de varias variables. En este caso hablaremos de
diferenciabilidad en vez de derivabilidad.

Definicion 4.1.2 Sean n,m € N, A C R" un abierto,a € Ay f: A—R™.
Diremos que f es diferenciable en a si existe una matriz | de tamano m x n tal que

i flath) — fla)—Jh _
h—0 |A]]

0 (4.1)
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36 4.1. Diferenciabilidad

En las condiciones de la Proposicion 4.1.2, vamos a intentar determinar como debe
ser la matriz J.

Sea E = [ey, ..., ey] la base canénica de R™. De la igualdad (4.1) se deduce que los
limites direccionales correspondientes a (4.1) respecto de cada uno de los vectores
de E valen 0.

Porlo tantosi j € {1...n},a=(a1,...,a,), h=(h1,....hs), F=(f1,.. ., fa) ¥
J; es la columna j-esima de ], tenemos

flath)—fla)—Jh _ fla+he;)—fla)—hle

0= lim

h—0 |R|| h—0 ||hej]|
h:hej

— Ym fla+ hej) — f(a) — h]j.
h—0 |h’

Utilizando la definicion de limite y las propiedades de la norma se puede probar

que
lim fla+ hej) — f(a) —h] — lim fla+hej) — f(a) — h]’
h—0 |h| h—0 h
por lo que
he.) — —hl. he.:) —
oy 0t he) Sl (flathes -~ fla) ),

Pero como J; es constante respecto de h,

ImJ;, =17,
h—0 ]] ]]’

y por aritmética de limites,

_ . fla+he;) — fla)
Ji = Jim h '

Teniendo en cuenta que este limite se puede calcular compnente a componente y
haciendo variar j entre 1 y n, tenemos que el elemento que ocupa la fila ¢ y la

columna j de | es
fila+ hej) — fi(a)

1i 4.2
lim Y , (4.2)
que es un limite de los que se estudiaban en Mateméticas I.
Definicién 4.1.3 Sean n,m,j € N con j <n, A CR" un abierto, [ey, ..., ey,] la
base canénica de R", a € Ay

I A— R™

(1, .oy ) — oy, .. )

con componentes f = (f1,..., fm).

Build 52 Timestamp 202502281222



4. Calculo diferencial 37

1) Diremos que f es derivable respecto de la variable x; si existe y es finito el

siguiente limite
[ fla+hey) — fla)
h—0 h

A su valor le llamaremos derivada parcial de f respecto de z; en a y la
denotaremos por alguno de los simbolos siguientes

of
alll'j

(a), f.(a).

2) Diremos que f es derivable en a si es derivable respecto de todas sus variables.

3) Si f es derivable en a, llamaremos matriz jacobiana de f en a a la matriz
m X n, que denotaremos por ] f(a), siguiente

0f1 df1 0f1
Do) Loy o e
ofs . Ofs of,
@) = | ' 2™ 7 (4.3)
O Ofm . Of
Sia) Sa) - )

Notaciones alternativas para la matriz jacobiana:

@)= T (a) = H

0(x1,...,xp) (a)

4) Si f es derivable en a y n = m, llamaremos jacobiano de f en a al determi-
nante de ] fla).

5) Sim =1y f es derivable en a, entonces J f(a) es una matriz fila. Llamaremos
gradiente de f en a a dicha matriz fila interpretada como un vector, es decir

via) = (H@ 2@, @)

6) Si f es diferenciable en a, llamaremos diferencial de f en a, y la denotaremos
pordf(a), a la aplicacion lineal dada por la matriz J f(a). Es decir

df(a): R" — R™
z+— Jfla)
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38 4.1. Diferenciabilidad

N

Propiedades 4.1.4 Sean n,m,j € N con j <n, A CR" un abierto, [eq, ..., ey]
la base candnica de R", a € Ay

f: A— R™
(1, ..y xp) — a0, 2)
con componentes f = (f1,..., fm).
1) f es derivable en a siy solo si todas sus componentes son derivables. Ademas

0
para j = 1...n, las componentes de —f(a,) son

oz,
L= (L )

90,V = \ 35, 5y,

y para i = 1...m la fila i-esima de Jf(a) es ] f{a).

2) Cada derivada parcial de una funcion escalar es un limite de los estudiados
en la asignatura de Matematicas I.

3) f es diferenciable si y sblo si todas sus componentes son diferenciables.
Ademas las componentes de d f(a) son las diferenciales de las componentes
de f, es decir

df(a) = (dfya),...,df(a))
4) Si f diferenciable en entonces f es derivable.
5) El reciproco de la propiedad anterior no es cierto.
6) Si f diferenciable en entonces f es continua.
7) Una funcion derivable no tiene por qué ser continua.
8) El procedimiento para estudiar la diferenciabilidad de f en a seria el siguiente:

8.1) Primero estudiariamos la derivabilidad de f en a. Este estudio consiste
en calcular nm limites de los que se estudiaban en Matematicas 1.

8.2) En caso de que f no sea derivable en a, concluiriamos que f no es
diferenciable en a.

8.3) Si por el contrario f es derivable en a, estudiariamos el limite

1o flath) = fla) ~Jfa)h
o In |

f es diferenciable en a si y solo si este limite existe y vale O.
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4. Calculo diferencial 39

9) Las nociones de diferenciabilidad y diferencial generalizan las de derivabilidad
y derivada respectivamente que se tenian para funciones de una variable.

4.2 Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

Definiciéon 4.2.1 Sean n,m,j € Ncon j <n, A CR" un abierto,a € Ay

f A — R™
(X1, mp) — fag, .. zp)

1) Diremos que f es derivable en A respecto de x; si f es derivable en a respecto
de z; para cada a € A.
En este caso tendremos una nueva funcién también definida en A llamada
deriwada parcial o simplemente parcial de f dada por

a—f:A—>IRm
ZL‘]‘ 8]:

a la que también podremos denotar por fwj.
2) Diremos que f es derivable en A, si es derivable en a para cada a € A.

3) Diremos que f es diferenciable en A, si es diferenciable en a para cada a € A.

4.2.1 Derivadas sucesivas
Sean n,m, j,k € Ncon j,k <n, A CR" un abierto,a € Ay

f: A— R™
(1, oy xp) — (a1, 2p)

0
derivable respecto de z; en A. Supongamos que la funcién —f es derivable respecto
Zj
de zj, en A. Entonces tendremos una nueva funciéon definida en A a la que llamaremos
derivada parcial (o simplemente parcial) de orden 2 de f respecto de x; y z; dada
por
o f

A R™
Ox;j0xy, —

alﬂ%({?—xf]) (a).
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4.2. Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

También se puede llamar a esta funciéon parcial dos veces de f respecto de z; y .
Otra notacién valida para esta funciéon sera

f:I:]':Ek :

Si esta nueva funcion fuese derivable en A respecto de otra variable x;,, podriamos
obtener otra nueva funcién siguiendo el mismo procedimiento. Podremos iterar el
proceso siempre que sigamos teniendo derivabilidad en A respecto de alguna variable
en cada paso. De esta forma, Si p € N, siempre que tenga sentido, tendremos

1)

2)

3)

4)

Si podemos derivar sucesivamente f respecto de las variables z;,,...,z;,, en
A, llamaremos a la funcion definida en A asi obtenida parcial de orden p de
f respecto de las variables x;,,...,x;, o bien parcial p veces de f respecto
de las variables xj,,...,x; y se denotara por

_oF
ale s ai[)jp .
O por

f

La notacién para una misma variable repetida p veces

Tjy Ty

se abreviard como

orf

-

o
Este tipo de abreviatura se podra usar cuando tengamos una misma variable
repetida de manera consecutiva entre otras variables. Por ejemplo

Rf
0x0ydydyd20x010y’

se escribird como
Rf
0x0y3020220y’

Si f tiene por componentes f1,..., f,,, entonces las componentes de
orf
Oxj, -~ Oz,

son

apfl apr 8pfm

s ey .
@le "'ax]’p 8.1'j1 "'ax]’p (91’]-1 "'833jp

Build 52 Timestamp 202502281222



4. Calculo diferencial 41

Definicion 4.2.2 Sean n,m,p € N, A C R" un abierto,a € Ay f:A— R"™ .
Diremos que f es de clase C” en A, denotado por f € CPA si existen todas las
derivadas parciales de f desde orden 1 hasta p y todas son continuas en A. <

Nota 4.2.3 Con las notaciones de la Definicion 4.2.2, extenderemos la notaciéon
1) f € CYA) significa que f es continua en A.
2) f € C°(A) significa que existen todas las parciales de cualquier orden de fy
todas son continuas en A.

N

Proposicion 4.2.4 Sean n,m € N, p € NU{0,00}, A C R" un abierto,a € Ay
f:A— R™ con componentes fi,..., f,,. Entonces
feClA) < feClA), Vje{l,2,...,m}.
q
Teorema 4.2.5 [Teorema de Schwarz|
Seann,m € N,p € NU{oo} conp > 1, A C R" un abierto,a € Ay f:A—R™

con f € CXA). Entonces se puede intercambiar el orden de derivacion en todas las
derivadas de orden 2 hasta p. <

Si tuviéramos, por ejemplo que f € CYA), entonces
o B > f ¥
0x0yOy0y0z0x0xdy  0x0x0rdydydydydz  O0x30y*0z’

Proposicion 4.2.6 [Condicion suficiente de diferenciabilidad]
Sean n,m € N, A C R" un abiertoy f:A— R™ . Se tiene

f € @A) = f es diferenciable en A.
<
Nota 4.2.7
1) El reciproco de la Proposicion 4.2.6 no es cierto en general.
2) La mayor parte de las funciones que manejaremos seran al menos de clase G
<

Corolario 4.2.8 Sean n,m € N, p € NU {oo}, A C R" un abierto, a € Ay
f:A— R™ con f € CAA). Entonces f es continua en A, o expresado de otra
manera, f € CY(A). <

Por tanto, si f € CAA), entonces f € C(A) para cada q < p.
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42 4.2. Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

4.2.2 Calculo de derivadas

Sean n,j,m € Ncon 7 <n, A CR" un abierto,a € Ay

f: A— R™
(1, xy) — f(21,. . )

Cuando se puedan utilizar las reglas de derivacién en una variable para la expresion
de f, considerando dicha expresiéon como si fuera una funcion sélo de la variable

. iy . Of

x; y tomando el resto como parametros, la expresion resultante sera £ en los
g_’/‘ .
j

puntos en los que esté bien definida.
Ejemplo 4.2.9 Consideramos
x,y,2) = cos(2x + 3 ™2 4 dy?s.
Y Y Y

Tendremos que

a . .

8_f = —2sen(2z + 3y)e™ * + 225 cos(2x + 3y)e™V
x

9,

3_f — —3sen(2z + 3y)e™ F + 2ay2® cos(2 + 3y)e™ F + 8yz,
Y

9,

8_f = 3xy*2” cos(2x + 3y)e”y2z3 + 492
z

Ff ﬁ(%) _

Oxdy  Oy\ Ox
= —6cos(2z + 3y)e™?” — dzyz® sen(2z + 3y)e™F +
+ 2y2° cos(2x + 3y)e™* — 3y%2% sen(2x + 3y)e™ F +
+ 224725 cos(2x + 3y)e™'

i~ il o)

Oyoxr  Ox\ dy

— —6cos(2x + 3y)e™ ™ — 3y%2% sen(2x + 3y)e™  +

+ 2y2° cos(2x 4 3y)e™* — dwyz® sen (2 + 3y)e™ F +

+ 22°2° cos(2x + 3y)e™
o? o0 /0 . .
i (a_f) 6oy cos(20 + 3y)e™™ + 922y cos(2a + 3y)e
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Nota 4.2.10 Con las notaciones anteriores, si f € €*(A), podemos definir la matriz

de funciones

oh o o
O0xry Oxa oz,
on o o
Jf =1 01 Ox, o,
Ofm  Ofm O fm
0. Bo. " B

(4.4)

Cuando se evalta dicha matriz en cada punto a € A, se tiene exactamente la matriz
jacobiana de f en a € A, con lo cual no hay ambigiiedad con la notacion | fla).
Podemos proceder de la misma manera para el gradiente en caso de que la

funcion f sea escalar

_(Of of of
vf_(@ml’axQ"”’axn)

N

Ejemplo 4.2.11 Sea f(z,y) = (ny, Y + coszx, e’:_y?’). Tendremos que

2

Yy 2zy
Jf=| —senx 1
ex—y3 _3y2€x—y3
vy que
1 0
Jf0,1)=1 O 1
et —3e7!
<

4.3 Interpretacion geométrica de la diferencial

Definicion 4.3.1 Sean n,m € N, A un abierto de R", a € Ay

f:A—R™
s f(x)
diferenciable en a.
Sea la funcién auxiliar
T:R" — R™

x+— f(a)+dfla)x—a)’
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44 4.4. Cambio de variable

1) Llamaremos variedad tangente a graf f en a (o en (a, f(a))) al grafo de la
aplicacion T, es decir al conjunto de R™*™

graf T = {(z,z) e R"" xR" /z=T(x) }.

2) Llamaremos variedad tangente a sop f en a (o en f(a)) al soporte de la
aplicacion T, es decir al conjunto de R™

sopT ={T(x) e R" /x e R"}.

3) Sean G C A el lugar geométrico de los puntos que anulan f,
G={zcA/f(x)=0},
y a € (. Llamaremos variedad tangente a G en a a

{x eR"/T(x)=0}
4

Para los casos representables graficamente presentados en las Secciones 2.2.1y 2.2.2,
las variedades tangentes son rectas tangentes para las figuras que son curvas y planos
tangentes para las figuras que son superficies, y tienen el significado geométrico
habitual de tangencia.

También para los puntos de las curvas y superficies de los Ejercicios 1.3 y 1.4
dados por igualdades, las variedades tangentes son las rectas y planos tangentes en
el sentido habitual

En la practica la expresion de T' se maneja a través de la matriz jacobiana

T(z) = f(a) + ] fla)(z — a).

4.4 Cambio de variable

Teorema 4.4.1 [Regla de la cadena]

Sean p,n,m € N, A C RP y B C R" abiertos, a € A g: A— BCR"
diferenciable en @ y f:B — R™ diferenciable en g(a). Entonces f o g es
diferenciable en a y ademas

J(fog)a)=]f(g(a))]ga).

Por tanto se tiene también que

d(f o g)a) = df(g(a)) o dg(a).
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4. Calculo diferencial 45

Nota 4.4.2 Adoptaremos las notaciones del Teorema 4.4.1. Supondremos ademas
que g € CY(A) y f € C(B). Denotemos por y = (y1, .. .,y,) a las variables de g y
por x = (z1,...,x,) las variables de f y tomemos h = fog.

1) Tenemos que
Jh =]f(g(y))]g-

Podemos considerar ademés que

Jh=]f]g,

si una vez efectuado el producto de matrices hacemos x = g(y) en las
expresiones resultantes. Este tultimo sera el criterio que seguiremos si no se
especifica lo contrario.

2) Paracadaj =1,...,m,sean p; la j-ésima proyeccion de R™, f; la componente
j-ésima de f y h; la componente j-ésima de h. Se tiene que

hj=pjoh=pjo(fog)=(pjof)og=fiog,

lo que nos permite afirmar que la componente j-ésima de f o g se obtiene
componiendo g con la componente j-ésima de f. Por lo tanto, en lo que sigue
vamos a considerar que m = 1, es decir que f = f es una funcién escalar, por
lo que h = h también sera escalar.

Debido a la relacion aqui descrita y a que las derivadas parciales pueden ser cal-
culadas por componentes, todas las formulas que obtendremos a continuacion
para m = 1, seran formalmente iguales para m > 1.

N

Asumamos ahora todas las notaciones, convenios y consideraciones de la Nota 4.4.2.
Ademés escribiremos g = (g1, ..., gn) en términos de sus componentes. Desarro-
llando la igualdad

Jh=]f]g,
se tiene
dy1 Oyo oYy
892 ag? (9g2
o on ony_(or of | op\| gk 3R
dy1 Oys Yy Oxr,  Oxy or,, | C :
dy1 Oyo oYy
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46 4.4. Cambio de variable

Haciendo el producto de matrices e igualando componente a componente, la anterior
igualdad matricial es equivalente a

(Oh _ 0f 09 Of 09> OFf Ogn
oy Ox1 0y1  Ox Oy Oz, Oy
Oh _0f 99  Of 0gp . Of Ogn
Oys  0x10y2  Ox2 0Y2 Oz, Oyy |, (4.5)
Oh _ Of 091 Of 09>~ Of Ogn
( Oy, O0x10y, O30y, Oz, Oy,

que son las férmulas con las que normalmente se aplica la regla de la cadena.
Podrian obtenerse formulas para las derivadas de orden superior a partir de éstas,
pero en general son inmanejables; por lo que se prefiere en la practica ir aplicando
sucesivamente estas féormulas de orden uno a cada caso concreto.

Un caso particular de gran importancia en el que se aplican estas formulas es el
del cambio de variable. Se tiene entonces n = p y se entiende que la expresion

r=g(y), (4.6)

denota el cambio de variables de @ = (x1,...,2,) ay = (y1,...,y,) y la funcion
h(y) = f(g(y)) es la que resulta de hacer dicho cambio a f(x). Cuando se manejan
cambios de variable, es habitual denotar las componentes de g por (zy,...,x,) en
vez de por (g1, ..., gn). Con estas notaciones, y desarrollando la formula del cambio
(4.6), tendriamos

1= 21(Y1,- -+ Yn)
xQZxQ(yl’--wyn) (47)

Tp = mn(yla cee 7yn)

Esto puede parecer confuso, pues cada simbolo z; se utiliza para denotar dos cosas
distintas. Sin embargo es muy ttil, pues permite interpretar cada antigua variable
x; como algo que a su vez depende de las nuevas variables (v1,...,y,) vy sobre
todo, porque permite escribir las férmulas de cambio de variable para las derivadas
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4. Calculo diferencial 47

parciales que se siguen de (4.5) de una manera muy sencilla de recordar y utilizar

’0_h_8f8x1+8f81:2+“‘ of ox,

Oy B Oz Oy Oxo Oyn Oxy, Oy

%_ of 0x, (9f8:z:2+”' of Ox,

8y2 n 8501 3y2 89[:2 (91/2 al‘n 83]2 . (48)
Oh  Of Oxy = Of Oxy af Ox,
\Byn 021 Dy, | Dua Oy, | Oy Oy

No existe ninguna ambigiliedad en estas férmulas. En ellas se sabe perfectamente
cuando cada x; debe ser interpretada como una variable y cuando como una funcién
que depende de y.

Finalmente, se suele realizar una simplificaciéon mas. Si f representa a la funcion
en las variables antiguas, h representa a la misma funciéon en las variables nuevas.
Obviamente las expresiones de f y h no tienen por qué coincidir, pero de alguna
manera representan al mismo objeto visto desde dos perspectivas diferentes. Por
eso a menudo se identifica h = f, y las formulas (4.8) se escriben entonces como

’8_f ~Of Oxy | Of Oz L. of Ox,

dy1  0x10yr  Oxo Oyy a ox, Oy
ﬁ_8f8w1+0f8x2+.” of ox,
dys  O0x1 0ys  Oxo Do 0x, Oy . (4.9)

\ ayn B 8.7}1 ayn * 81’2 ayn * * axn ayn

Tampoco hay ninguna duda en cuéles son las partes de la formula en las que f
debe ser interpretada en unas variables y cuéles son aquéllas en las que debe ser
interpretada como una funciéon en las otras.

Las consideraciones que se hicieron para las derivadas de orden superior después
de presentar las formulas 4.5, siguen siendo validas aqui.

Otra ventaja de esta tultima formulaciéon es que si el cambio de variable es
inversible, es decir, si las variables y se pueden despejar en funciéon de las variables
w?

yi =@, ..., 7)
Yo = ya(T1, ..., Tp)

Yn = yn<x1a ce 7$n)
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entonces las expresiones del cambio de variable para las derivadas parciales son

completamente simétricas,

(0f _ Of Oy
8x1 3y1 8%1
of _ of on
8372 8y1 8ZE2
of _ of om

( Oz, Oy Ox,

3f 392
3y2 396 1
8f 3y2
392 3$2

o7 oy,
892 axn

4.4. Cambio de variable

Of Oyn
Ay Oy
f Oyn
Oy Do

of oy,

T By o

Por supuesto, las formulas de cambio de variable siguen siendo validas para funciones
vectoriales.

Ejemplo 4.4.3 Realizar el cambio de variables polares centradas en (0, 0)

x = pcost
y = psenf

con p € (0,00) y 6 € [0,27), al sistema de ecuaciones en derivadas parciales

6’f LOf

Yor ~ 8y

OF L OF s
Tor Vg =T Y

Las formulas de cambio de variable para las derivadas parciales son en este caso

of _0fox  0fdy _Of cosf + of sen 6
8,0 o (9p 8y 0p o dy
g—g% g%— of sen@—l—g cosf |
90 0ro0  oyos  or’ By
y despejando obtenemos
0 f 0 f 05l g sen 0
or 8p a0 p
of _0f g Ofcost ’
oy  Op a0 p
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4. Calculo diferencial 49

y sustituyendo en las ecuaciones donde debemos hacer el cambio

of Jf senf af Of cos\
psen@(apCOSQ 0, > pcos@(apseng—i—ae p =1

af _8fsen9 af Of cosf\ 5
pcos@(apcosg 20 )—i—psené’(apsenﬁ—l—ae p =p

y simplificando, se obtiene

of _
26

of _
8p7p

—1

4.5 Extremos absolutos

Veremos como calcular extremos absolutos (ver 2.5) para ciertas funciones escalares
de varias variables. Sea n € N

Definicion 4.5.1 Sean n € R" y A C R". Diremos que A admite un descomposi-
cion admisible si puede expresarse como

A=AU---UA;,

donde cada conjunto A; # () y se puede describir con desigualdades estrictas y/o
igualdades. <

Algoritmo 4.5.2 En lo que sigue supondremos que n € N, K C A C R" con A
abierto y K compacto que admite una descomposicion admisible y que f: A — R
es una funciéon de clase @ en A. Para calcular los extremos absolutos de f en K,
se puede seguir el siguiente procedimiento.

1) Realizamos una descomposicién admisible para K,

K=K/ U---UKji.

2) Construir un subconjunto P C R" de la siguiente forma. Para cada j =
1,2....s

2.1) Si en la definicion de K; solo aparecen desigualdades estrictas, entonces
anadir a P las soluciones de

of
0(%1,...,;1:”)

que cumplan las desigualdades que aparezcan en la definicion de K;

=0,
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50 4.5. Extremos absolutos

2.2) Sien la definicién de K; aparecen igualdades, despejar hasta convertirlas
todas en igualdades a 0. Supongamos que quedan

¢1(.’B) = 0, ey ¢T(a:) = 0.
Construir la funcién auxiliar
F(xlv ey Ty, Oy . 7057“) = f(w) + Oél¢1($) + -+ ar¢r(w)7

Resolver el sistema de ecuaciones

OF

O(x1, .y Ty gy ey Q)

y para cada solucion, tomar sélo la parte que corresponde a las variables
(x1,...,2,). Siesta parte cumple las desigualdades estrictas que pudieran
aparecer en la definicion de K, anadirla a P.

3) Sea
V= f(P)={f(a) /ac P}

4) Obtener m =minV y M = max V.

5) Los minimos absolutos buscados son
{acP/fla)=m}

6) Los maximos absolutos buscados son

{acP/fla)=M}.
<

Nota 4.5.3

1) Sise aniaden a P puntos adicionales de K, el algoritmo sigue proporcionando
el resultado correcto. En particular si algin K se reduce a una cantidad
finita de puntos, se anadiran sin mas a P.

2) En los problemas que manejaremos, P seré casi siempre un conjunto finito. En
caso de no serlo, presentara propiedades que permitan completar el algoritmo.
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Ejemplo 4.5.4 Calcularemos los extremos absolutos de la funcion

en el conjunto compacto

K={(z,y,2) eR*/2® +9* — 22 <6, 0 < 2 < 2}.

1) Obtengamos una descomposiciéon admisible de /. Examinemos las condiciones
que definen K:

2+ y?—222<6
2yt =222 =6

{z>0
0<z—
z2=0

z < 2
z2<2—
z2=2

m2+y2—222§6—>{

Se trata de tomar todas las posibles combinaciones de < e =, tomando siempre
exactamente una de cada uno de los tres grupos anteriores. Tendriamos asi
los siguientes conjuntos

1.1)

1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

1.6)

1.7)

{(z,y,2) € R® /a? +y* — 22 <6, 2 > 0, z < 2}. Este conjunto no es
vacio, asi que serd K7 en nuestra descomposicion

{(z,y,2) € R* /2> +y* — 22> <6, 2 > 0, z = 2}, es un conjunto no
vacio, pero la condicién z > 0 es redundante y la podemos suprimir, por
loque Ky = {(z,y,2) € R* /a* +y* — 2% < 6, z =2}

{(z,y,2) € R® /2® +9y*—222 < 6, =0, 2 < 2}, es no vacio y podemos
suprimir la condicion z < 2.

Asi K3 = {(z,y,2) € R® /2® + y* — 22° < 6, 2 = 0}.

{(z,y,2) € R*/a* +y* = 22> =6, 2 > 0, z < 2}, es no vacio y le
llamaremos K,

{(z,y,2) €ER*/2® +y* — 22 <6, 2 =0, z = 2}. Las condiciones z = 0
y z = 2 son contradictorias, por lo que este conjunto es vacio, asi que
no forma parte de nuestra descomposicion.

{(z,y,2) € R® /2? +¢y* — 22> = 6, z > 0, z = 2}, se puede escribir
como K5 = {(z,y,2) € R® /2® +9* — 22 =6, z =2}

{(z,y,2) € R® J2® +9y* — 22> =6, 2 = 0, z < 2}. A partir de aqui,
tomarfamos Kg = {(z,y,2) € R* /2® +9* — 22> =6, 2 =0}
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52 4.5. Extremos absolutos
1.8) {(v,y,2) ER*/a* +9* —222 =6, 2 =0, z = 2} = ) por lo que lo
desechamos.

2) Construccion del conjunto P. Procedamos con cada uno de los conjuntos
K17 K27 K37 K47 K57 KG-

2.1) K; = {(z,9,2) € R*/2* +y* — 22> < 6, 2 > 0, z < 2}. Para este
conjunto debemos resolver el sistema

raf_

Y=
ox 0,
of
Y=
oy 0,
aof

— =1=

\ 0z 0,

y tomar aquellas que verifiquen las desigualdades que definen K7, pero
obviamente el sistema no tiene soluciones, por lo que este caso no aporta
nada al conjunto P.

2.2) Ky ={(z,y,2) € R®/2® +4* — 22* < 6, z = 2}. Convertimos z = 2 en
z — 2 =0y construimos la funcién auxiliar

F(z,y,z,a) = f(z,y,2) ta(z—=2)=z+y+ 2+ a(z —2).

Tenemos que resolver el sistema

S —1=0
%—ZzlJra:O,
kg—Z:z—2:0,

y tendriamos que quedarnos con la parte en z,y, z de las soluciones que
ademas verificasen x? 4 y* — 22% < 6, pero el sistema no tiene ninguna
solucion.

2.3) K3 ={(z,9,2) € R*/2®+y* —22° < 6, z = 0}. Construimos la funcion
auxiliar

F(%yazaa)Zf($7y,z)+a22x+y+z+ozz.

Build 52 Timestamp 202502281222



4. Calculo diferencial

Tenemos que resolver el sistema

(OF

que no tiene ninguna solucion.

—=1=0
ox ’
oF
—=1=0
oy ’
8_F_1+a
0z

oF
\a—a—Z—O,

53

2.4) Ky = {(z,y,2) € R* /2 +y* — 22> =6, 2 > 0, 2z < 2}. Convertimos
22+ 9> — 222 =6en 2® +y* — 222 — 6 = 0 y construimos la funcién

auxiliar

F(z,y,z,a) =1 +y+z+al@x® +y* — 222 — 6).

Tenemos que resolver el sistema

(OF
%:1—0—20[33:0,
oF
— =14+2ay =0
ay + 20y ,
oF
521—4@220,
oF
— =2ty 227 —

\ Jav

cuyas Unicas soluciones son (x,y, z,a) = (2,2, —1,-1/4) y (z,y,2,a) =
(—2,—2,1,1/4). Por tanto las soluciones en (z,y,z) son (2,2,—1) y
(—2,—2,1), de las cuales la tnica que verifica z > 0y z < 2 es (=2, -2, 1),

punto que anadimos al conjunto P.

2.5) K5 ={(z,y,2) e R®/2® +9* — 22 =6, 2 = 2}.

Convertimos 22 +y?> =222 =6 en 2> +¢y* — 222 -6 =0y 2z =2 en

z — 2 = 0. Construimos la funcion auxiliar

F(z,y,z,0,8) =z +y+ 2+ a(z® +y* — 22" — 6) + B(z — 2),
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y resolvemos el sistema

(OF
a—zl—i—Zax:O,
Ox

oF

— =1+2ay =0,
dy

oF

— =1—4az+ =0,
0z

oF

— =2+ —2"-6=0,
Oa

oF

— =2—-2=0,

L Jp

cuyas unicas soluciones en (z,y, z) son <\/7, V7, 2) y <—\/7, —V7, 2),

que debemos anadir a P porque no tenemos desigualdades estrictas

adicionales que se deban verificar.

Ks = {(x,y,2) € R® /2 +¢* — 22> =6, 2 = 0}.

Convertimos 2 +y* — 22% = 6 en 2> + 3* — 22> — 6 = 0. Construimos la

funcién auxiliar

F(z,y,z,a,0) :x+y+z—|—oz(:v2+y2—2z2—6)+5z,

y resolvemos el sistema

(OF
a—:1+2cm::O,

Ox

OF

— =14+2ay =0,

dy

oF

— =1—-4daz+ =0,
0z

oF

— =2t 4y’ 22 -6=0,
Oa

oF

— =z=0,

L Of

cuyas Unicas soluciones en (x,y, z) son (\/g, V3, O) y <_\/§7 —V/3, 0)
que debemos anadir a P porque no tenemos desigualdades estrictas

adicionales que se deban verificar.
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Asi tenemos que el conjunto P es

{(—2, “2.1), (\/?, V7, 2) , (—\/?, VT, 2) , <\/§ V3, 0) , (—\/5, V3, 0)}

3) Calculemos V

f(=2,-2,1) = =3,
f(ﬁ,fz)_2+2\/_
F(=V7,=V7,2) =2 —2V7,
F(V3,V/3,0) = 23,

(

f(—=V3,—V3,0) = —2V/3,

de donde
V= {—3, 2+ 2V7,2 — 2V7, 23, _2\/5} .

4) Asim=—-2V3y M =2+2V7.

5) So6lo hay un minimo absoluto, que es (—\/5, —/3, O).

6) Solo hay un maximo absoluto, que es <ﬁ T, 2).

4.6 Teoria de Taylor
4.6.1 Diferenciales de orden superior
Definicion 4.6.1 Sean n,m,k € N, A CR" un abiertoa € Ay

f:A—R"™
x— f(x)’

de clase C* en A. Llamaremos diferencial de orden k de f en a a la aplicaciéon
d*fla) : R" — Rm

hHZZ Zax“ )hil"'hik

Ty,
i1 42
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56 4.6. Teoria de Taylor

Proposiciéon 4.6.2 Sean n,m,k € N, A C R" un abierto a € Ay f € C¥A) con
componentes fi, ..., fm. Las componentes de d* fla) son

d"fi(a),d" f{a),...,d" f.(a)
<
Nota 4.6.3
1) Por convenio d’f(a)h) = f(a), Vh € R"
2) d'f(a) = df(a).
3) Debido a la Proposicion 4.6.2, en lo que sigue solo trataremos el caso escalar.

4) La formula de la diferencial de orden & no es 1til para calcularla en la practica,
asi que desarrollaremos un algoritmo mas sencillo para su obtencion.

<

Algoritmo 4.6.4 Supongamos que estamos en las condiciones de la Definicion 4.6.1
con m = 1. Para obtener d* f(a)h), realizaremos las siguientes operaciones:

1) Construir la funcion auxiliar g(t) = f(a + th).
2) Se tiene que d* fla)h) = g*)0).
3) Habitualmente se agrupa en potencias de
hi,..., hy,
aunque esto no sea estrictamente necesario.

<

Ejemplo 4.6.5 Para la funcion f(z,y) = 2 + 3> + zy?, calcular d' f(1,2)h, k),
a’f(1,2)(h, k) y d*f(1,2)(h, k).

Primero construimos
g(t) = f((1,2)+t (b, k) = f(1+1th,2+1tk) = (1+th)’>+(2+tk)* + (1 +th)(2+tk)

1) Aunque d'f(1,2)(h, k) es la diferencial y es muy sencillo calcularla directa-
mente, utilizaremos el algoritmo para ver que funciona correctamente en este

g(t) = 3h(1 + th)* + 2k(2 + thk) + h(2 + tk)® + 2k(1 + th)(2 + tk) 10
= h (3(1 +th)® + (2 + tk)®) + 2k(2 + tk)(2 + th), (4.10)

por lo que
d' f(1,2)h, k) = ¢(0) = Th + 8k.
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2) A partir de la expresion (4.10), calculamos
g(t) = h (6h(1 + th) + 2k(2 + tk)) + 2k (k(2 4+ th) + h(2 + tk))
= 6h*(1 + th) + 4hk(2 + tk) + 2k*(2 + th)
de donde

(4.11)

d*f(1,2)h, k) = ¢'(0) = 6h* + 8hk + 4k*
3) A partir de la expresion (4.11), calculamos
g"(t) = 6h* + 4hk® + 2hk* = 6h® + 6hK>

de donde
d® f(1,2)(h, k) = ¢"(0) = 6h> + 6hk?

4.6.2 El polinomio de Taylor
Definicion 4.6.6 Sean n,k € N, A C R" un abiertoa € Ay
fiA— R,

de clase @1 en A. Llamaremos polinomio de Taylor de orden k de f en a a la
expresion

dfafe —a)  dflafe-a) dflafz—a)

Pk,a(w) - f(a’) + 1! 21 k!

N

Teorema 4.6.7 [Teorema de Taylor]
Sean n,k € N, A C R" un abiertoa € Ay

f:A— R,

ek+1

de clase en A. Sea x € A tal que

a, x| ={aa+ (1 —a)r € R" /a € [0,1]} C A.
Entonces existe 6 € [a, x] tal que

d*"' f(0)x — a)
(k+1)!

f(x) = Pra(x) +

Llamaremos a la expresion

d"' f(6)x — a)
Rial®) = CE

el resto de Taylor de orden k de f en a. <
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Propiedades 4.6.8 Con las notaciones de la Definicion 4.6.6 y del Teorema 4.6.7:
1) Pyao(x) es un polinomio de grado menor o igual que k.
2) Hay que dejar Py 4(x) agrupado en potencias de
T1— a1, To— A2, ..., Ty — Uy.

3) Si f es un polinomio de grado r, entonces su polinomio de Taylor de orden
k > r en a coincide con el propio polinomio f pero agrupado en potencias de

ry —ap, g —ag, ..., Ty — p.

4) Py o(x) es una aproximacion a f(x) para cada & cerca de a:
f(x) = Ppo(x).
5) Se tiene que
f(@) = Pra(z) = Ria(z).

Por lo tanto el resto de Taylor mide la bondad de la aproximacién, pero es
desconocido, pues 0 no se conoce exactamente.

N

Ejemplo 4.6.9 Sea f(x,y) = €®seny. Calcular el polinomio de Taylor y el resto
de orden 2 de f en (0,0).
Tenemos que

d?KOAD@zy)+_d?ﬂ9ﬂﬁ@zyX

5 al (4.12)

f(z,y) = £(0,0) + df(0,0) +
Una posible estrategia podria ser
d'fla,b)h, k), i =1,2,3,
y luego sustituir en los puntos correspondientes para aplicar la formula (4.12). Sea
g(t) = f((a,b) +t(h,k)) = e sen(b+ tk).
Derivando

g(t) = ™™ (hsen(b + th) + k cos(b + tk)),
g'(t) = ™" ((h* — k*) sen(b + tk) + 2hk cos(b + tk))
g"(t) = e ((h* — 3hk®) sen(b + tk) + (3h*k — k*) cos(b + tk)) ,
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de donde
d' f(a,b)(h, k) = ¢(0) = e* (hsenb + kcosb),
d’f(a,b)(h, k) = ¢g"(0) = e* ((h* — k*) senb + 2hk cosb) ,
d’®f(a,b)h, k) = g"(0) = e* ((h* — 3hk?) senb + (3h*k — k?) cosb) ,

por lo que
d' f(0,0)(z,y) =y,
d*f(0,0)(z,y) = 2zy,
a’*f(0, )z, y) = ¢’ ((«* — 3zy?) sen + (3a%y — yg) cos 1)

= 23’ senn + 3x%ye’ cosn — 3y’ senn — y3e’ cosn,

y la formula de Taylor con resto queda

e?senn , ecosy , esenn , €’cosn 4

6 " 5 YT T

flx) =y +ay+

4.6.2.1 Calculo del polinomio de Taylor

Si s6lo tuviéramos que calcular el polinomio de Taylor, sin el resto, podriamos
seguir una estrategia similar a la del Ejemplo 4.6.9.

Ejemplo 4.6.10 Calculemos el polinomio de Taylor de orden 3 en (1,2) de la
funcion f(x,y) = 2* + y* + zy®. Harfamos los mismos calculos del Ejemplo 4.6.5,
de donde resultaba

d' f(1,2)h, k) = Th + 8k,
d®f(1,2)(h, k) = 6h* + 8hk + 4k*,
d’ f(1,2)(h, k) = 6h> + 6hk?,
por lo que
a'f(1,2)(z — 1,y —2) = 7(z — 1) + 8(y — 2),
a*f(1,2)z — 1,y —2) = 6(z — 1)* + 8(z — 1)(y — 2) + 4(y — 2)*,
a’f(1,2)(z — 1,y —2) = 6(z — 1)* + 6(z — 1)(y — 2)°,

formulas que se pueden sustituir directamente en la del polinomio de Taylor,
obteniéndose que dicho polinomio seré

94+7(x—1)+8(y—2)+3(x—1)2+4(z—1)(y—2)+2(y—2)*+ (z— 13+ (z— 1) (y—2)~.

N
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60 4.6. Teoria de Taylor

Sin embargo, para estos casos en los que s6lo haya que calcular el polinomio de
Taylor, es conveniente formular un algoritmo mejorado, en una de cuyas fases se
podran utilizar todas las técnicas que tenfamos para el cilculo de polinomios de
Taylor en una variable.

Algoritmo 4.6.11 Supongamos que estamos en las condiciones de la Defini-
cién 4.6.6. Para obtener Py (), realizaremos las siguientes operaciones:

1) Construir la funcion auxiliar g(t) = f(a + th).

2) Construir el polinomio de Taylor de orden k de g en 0, al que denotaremos
por Q(t). En esta fase se pueden utilizar todas las técnicas para el calculo
de polinomios de Taylor en una variable, ya que ¢ es la tnica variable. Los
simbolos h;, i = 1,...,n en esta fase se consideran pardmetros.

3) Sea P(h) = Q(1). Agrupar P(h) en potencias de hy, ..., h,.
4) El polinomio P(x — a) es el polinomio de Taylor buscado.

N

Ejemplo 4.6.12
1

T 2wy

f(z,y)

Vamos a calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de f en (1,1).

1) Construimos la funcion auxiliar

1 1
24 2th—1—tk 1—(k—2h)t

g9(t) = F((L,1) + ¢ (h, F))

2) Para construir el polinomio de Taylor de g(t) en t = 0, tengamos en cuenta
que el polinomio de Taylor de orden 4 de

1—s’
es
1+ s+ 52455+ s,

por lo que, aplicando propiedades de los polinomios de Taylor en una variable,
tendremos que el polinomio de Taylor de orden 4 de g en 0 es

Q(t) = 1+ (k— 2h)t + (k — 2h)*t* 4 (k — 2h)3t3 + (k — 2n)"t".
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3) Sea

P(h,k) = Q(1) =1+ (k — 2h) + (k — 2h)* + (k — 2h)* + (k — 2h)*
=1—2h+k+4h® — 4hk + k*> — 8h> + 12h°k — 6hK> + k3
+ 16h* — 32h3k + 24h%K? — 8hk® + k*

4) El polinomio buscado es

Pz—lLy—1)=1-2z—1)+@y—1)+4(x—-1)?—4(xz—1)(y—1)
+(y— 12 =8z — 1) +12(x — 1)*(y — 1)
—6(z—1)(y— 1%+ (y —1)* + 16(z — 1)*
—32(x — 1%y — 1) +24(x — 1)*(y — 1)?
—8(x -1y -1+ —1)"

4.7 Ejercicios
Ejercicio 4.1 Calcular las derivadas parciales de
f(z,y, 2) = x*sen(y + 22),

en (3,m,0).

a) Utilizando la definicion.

b) Utilizando las reglas automaticas de derivacion y evaluando.
Ejercicio 4.2 Calcular la expresion de todas las derivadas parciales de

f(x,y,2) = " sen(zy) + za’y,

hasta orden 3, si es posible y especificar el dominio de cada funcién obtenida.

Ejercicio 4.3 FEn los siguientes casos, calcular Jf y decir donde es valida su
expresion. Calcular ] f(a). En los casos en los que tenga sentido, calcular el jacobiano
de f en a. También cuando tenga sentido, calcular Vf y V f(a).

a) f(z,y,2) = (z*sen(y + 22),ye"), a = (3,,0).
b) f(z,y) = (z°seny,ye”), a = (3,7).

Timestamp 202502281222 Build 52
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) flz,y) =y* + el arctgr, a = (1,0).

d) f(z,y,2) = e sen(zy) + z2%y, a = (7/2,1/2,1).
e) f(z,y) =log(z+y), a=(11)

£) flz,y) =2 +9* + 292 a=(1,2).

g) f(z,y,2) = (e"sen(z +y),€”), a = (0,0,0).

sen(z?+y?)
h) f(z,y) =y+ 2+ tg(xy) + / et dt, a = (0,0).
0

i) f(z,y,2) = (x3 + 3zy® — 152 — 12y, (o + 22)65"”(1’2*22“)), a=(0,1,1).

J) f(z,y,2) = (zlogz + ylogy + zlog z,log x + log y + 3log z,2” + y* + 2°),
a= (6,1/6,62)

Ejercicio 4.4 Para cada funcion f estudiar su continuidad, diferenciabilidad y la
existencia y continuidad de sus derivadas parciales en los lugares indicados.

2

D) fog) = Lot @0 # 0.0

0, si (z,y) = (0,0)
n (0,0).

b) f($7y7z) = yexy + z, en RS.

23yt
2 O 0,0
c) f(z,y) =< 22 +y? si (z,y) # (0, )’
0 si (z,y) = (0,0)
n (0,0).
(xZ + y2) sen #, si (z,y) # (0,0)
a) f(zy) = R |
0, si (z,9) = (0,0)
n (0,0).
-yt
& Sl = | Ve @V F00),
0 st (z,y) = (0,0)
n (0,0). En este caso, calcular ademaés, si es posible
82f 62f
(0,0 (0,0).
8xay ) ayaaj\ ) )
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Lsenx, si (z, 0,0
f) f(z,y) = 22 + 42 | (z,y) # ( )’
0, si (z,y) = (0,0)
en (0,0).
=yl si (x
g) f(x,y){(LyH’ (@9) #0.0)
0, st (z,y) = (0,0)
en (0,0).
o) — (e“y, sen(z — y), x sen(l/x)) , six#0
h) f(z,y) {<6y7_seny70)7 Gz
en (0,0).
; ~ (cos(yz),myz,1/2), siz#0
i) f(x,y,z)—{(l’o’())’ e
en (0,0,0).
G R,
J) flzy) = {(m2+y2)a’ (z,y) # (070),
0, si (z,y) = (0,0)

en ]R2, donde a € R.

" sen 1 i (z
k) (o) = {(“y) gy = @700
0, si (z,y) = (0,0)
en (0,0), donde n € N.

2 2 Sen 1 si (x
) fry) = {(:c s s (o) £ 0,0)
" si (z,y) = (0,0)
en (0,0).
1 .
m) f(z,y) = {wysenm’ st (z,y) # <0,0)’
0, si (z,y) = (0,0)
en (0,0).
2 Jy| .
) ) !:(ym)l\’ , y = —z, (z,y) # (0,0)
n) f@y) =4 Zgen Si . ’
2 * Myl YT
0 si (z,y) = (0,0)
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en (0,0).
0) f(z,y)=+/|ayl en (0,0).
sen’(z +y)
p) fz,y)={ ax+y swc—l—y;éO’
0, siz+y=0
en (0,0).
O fag) T S @000
0, si (2,y) = (0,0)
en (0,0).

Ejercicio 4.5 Sean n,m € N, A un abierto de R", a ¢ R", f: A — R™ una
funcion y u € R" con u # 0. Diremos que f es derivable en a respecto del vector
u si existe y es finito el siguiente limite

o Flathw) — f(a)

h—0 h

A su valor le llamaremos derivada de f en a respecto de u y la denotaremos por
alguno de los simbolos siguientes

o
Sola). f.a)

Si ademas ||u|| = 1, entonces llamaremos a lo anterior derivada direccional de f
en a respecto de u.

a) Probar que si f es diferenciable en a, entonces

of
“a) = ] fla)u.

b) Sean

x? seny + y2 senx

flz,y) = r? + 52
0, si (z,y) = (0,0)

of
= = (1,2). Calcular ——(a).
a = (0,0), u = (1,2). Calcular au(a)

c) Para f(z,y,z) = (2”sen(y + 22),ye"), calcular la derivada de f respecto del
vector (1,2,—1) en (3,7,0).
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Ejercicio 4.6 Escribir, si es posible, la ecuacion de la recta tangente a la figuras
siguientes en los puntos indicados.

a) {(z,y) € R*/22+4 3y =0}, en (3,-2).
b) {(z,y) € R* /22> +3y* =1}, en (1/\/5,0) y en (1/3,\/7/(3\5))
c) {(a:,y) € R?* /22 — 3y = 1}, en (1/\/5,0) y en (1,1/\/5).

d) {(m,y) € R?* /22 — 3y* = O}, en (\/g, \/5) y en (0,0).
e) {(z,y) €eR*/y—22" =0}, en (0,0) y en (1,2).
( .

f) {(z,y) €R*/y*+ 32 =0}, en (0,0) y en (—3,3)

g) {(z.,9) €R?/(w+ 1P+ (y—1)2 =9}, en (2,1), en (0,1+ V5) yen (~1,4).
h) {(z,y) € R? /2 + 3% —4(z +y) = -4}, en (2—\/§, 1) v en (0,2).

i) {(z,y) €eR*/42® +y* — 8z — 4y = —4}, en (0,2) y en (1,0).

i) {(z,y) eR*/a+2=4y"}, en (—2,0) y en (2, —1).

Ejercicio 4.7 Escribir, si es posible, la ecuacion del plano tangente a la figuras
siguientes en los puntos indicados.

a) {(z,y,2) eR*/2x+y—2z=1},en (1,—1,0).

b) {(z,y,2) €R’/z =242y}, en (1,2,9) y en (0,0,0).
c) {(:L‘,y,z) ER} /a2 +o + 22 = 16}, en (0,4,0) y en (2,2,2\/5).

d) {(z,y,2) €R¥/(z — 1) +2(y — 1)* + 4(z — 2)2 = 16}, en (3, 1+ 6, 2)
yen (1,1,4).

e) {(:E,y,z) ER? /2?4 — 22 = 1}, en <1/\/§,1/\/§,0> y en (\/3, \/5,2).
f) {(a:,y,z) ER? /2 +47 = 16}, en <3,ﬁ,0> y en (3,ﬁ,3>.
g) {(x,9,2) eR®/a? +142 — 2> =0}, en (1/\/5,1/\/5, 1) v en (0,0,0).
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h) {(z,y,2) eR®/2® —y> — 2 =0}, en (1,1,0), en (2,1,3) y en (0,0,0).

i) {(z,y,2) eR*/2* —2® —y®> =1}, en (1,0,0), en (—1,0,0) y en (2,2,3).
Ejercicio 4.8 Sean

flz,y,2) = (sen(a:'y + 2), (1 + xz)yz) )

glu,v) = (u+e’;v+e").
a) Probar que f es diferenciable en (1,—1,1) y calcular Jf(1,—1,1).
b) Probar que g es diferenciable en (0,1/2) y calcular Jg(0,1/2).

c¢) Calcular J(go f)1,—1,1).
Ejercicio 4.9 Sea g(z,y) la funcién obtenida al aplicar el cambio de variable

(u,v) = (z +y, %),

2

a f(u,v). Calcular J (1,1) sabiendo que

0xdy
of 0 f 0 f 0 f
—(2,1) = —(2,1) = —H2,1) = 2,1) =1.
(%( 1) 8u2( 1) (%2( 1) 8u8v( 1)
Se supone que f es de clase C2.
Ejercicio 4.10 Transformar
0z 0z
202 | 202 _ 9
Y or +y oy =

1
U=z, v=———
y x
y el cambio de variable dependiente
1 1
w=-——
z
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Ejercicio 4.11 Transformar
Pu 0%
—=q -—,
ot? Ox?
con a # 0 haciendo el cambio de variables independientes

a=x—at, f=u1x+at.

Ejercicio 4.12 Transformar

*f L0 of  Of
2_
x @x2+y 8y +x e —l—yay 0,

haciendo el cambio de variables independientes

$:€u7yzev7
conz >0,y >0.

Ejercicio 4.13 Transformar

02 5,02
FI L0
v Oy?
haciendo el cambio de variables independientes
x

u=—, v=2uy.
Y

Ejercicio 4.14 El beneficio anual de una empresa es
B(z,y) = 6 — 6z — ¢,

con x,y € R parametros econémicos que verifican 2® + y* = 1. Determinar los
valores de z,y para que el beneficio sea maximo.

Ejercicio 4.15 Un alambre de longitud L se corta en dos trozos de longitudes a
y b. Con un trozo se hace una cuadrado y con el otro una circunferencia. ;Cémo ha
de cortarse el alambre para que la suma de las areas de las dos figuras sea maxima?
.Y para que sea minima?

Ejercicio 4.16 La cilindrada de un motor de explosién es nwa®y/4, siendo n el
numero de cilindros, x el didmetro e y la carrera. Se quiere desarrollar una nueva
familia de motores de 6 cilindros y 2430 cm?®, cuyo par motor méaximo viene dado

por
myr?(z —1)
1620 > '
Por razones constructivas, los cilindros deberén tener un didmetro mayor o igual
que 27 y una carrera mayor o igual que 1807 2. Determinar el valor del didmetro
para que el motor proporcione un par maximo lo més elevado posible.

23 + cos <
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Ejercicio 4.17 Hallar la longitud de los lados del triangulo isésceles de perimetro
1 que tiene area maxima.

Ejercicio 4.18 Calcular los extremos absolutos de f(z,y,2) = 2*+y*+2* -2z —1
en el conjunto
{(z,y,2) €ER® J4a® +¢° <4, 0< 2 <2}

Ejercicio 4.19 Calcular los extremos absolutos de f(z,y) = z(y + 1) en el
conjunto
{(z,y) eR* /2 +y* < 1}

Ejercicio 4.20 Calcular los extremos absolutos de f(z,v,2) = 222 +y* 4+ 2> — 2y
en el conjunto
{(z,y,2) € R® /42 + 2¢° + 2> < 8}

Ejercicio 4.21 Calcular los extremos absolutos de

1

f(ﬂ%y):—\/gcz:er2

en el conjunto
{(z,y) €R?/(z = 5)" +y* =1}

Ejercicio 4.22 Una placa cuya forma viene dada por los puntos (z,y) tales que
22 + y? < 1 presenta en cada punto una distribucion de temperaturas dada por
t(z,y) = 2* + 2y* — . Ver cuéles son lo puntos mas calientes o frios de la placa y
obtener la temperatura en cada uno de ellos.

Ejercicio 4.23 Se descubre un planeta esférico de radio 6. La fuerza de su campo
magnético es M (x,y, z) = 62 — y* + 22 + 60 en un sistema coordenado fijo centrado
en el centro del planeta. Calcular el lugar de la superficie del planeta donde situar
un radiotelescopio para que sufra la menor interferencia magnética posible.

Ejercicio 4.24 Una sala tiene forma de media esfera de radio 4 y su distribuciéon
de temperaturas en °C es

1
T(x,y,2) = g(x2 + 22 + 22 —xz + A),
donde A > 0 es un parametro del sistema de calefaccion. Calcular el valor de A
para que la temperatura en cualquier punto de la sala no sea inferior a 18 °C ni
superior a 22 °C. El sistema de coordenadas tiene su centro en el centro del suelo
de la sala.
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Ejercicio 4.25 Calcular las distancias maxima y minima de la elipse
522 + 6xy + 5y° = 8,
al punto (0, 0).

Ejercicio 4.26 Se dice que en una ocasiéon durante la Primera Edad, encontran-
dose en Doriath, Beren, hijo de Barahir, decidi6 visitar al rey Thingol para intentar
aclarar lo suyo con Luthien. Thingol vivia en Menegroth a orillas del rio Esgalduin,
en el corazén del bosque de Doriath. Accediase a Menegroth a través de una senda
rectilinea que atravesaba Doriath, la cual distaba 20 km del lugar en el que se
encontraba Beren. Si Beren se dirigiese directamente hacia la senda, por el camino
mas corto, al alcanzarla todavia se encontraria a 50 km de Menegroth. La velocidad
que Beren podia alcanzar en el interior del bosque era de 9 km /h, mientras que
por la senda podria desplazarse a 15 km /h. Por lo tanto ;qué trayectoria deberia
seguir Beren para lograr entrevistarse con Thingol en el menor tiempo posible?

Ejercicio 4.27 El hangar de carga niimero 2 de la nave interplanetaria Coriolanus
era un cubo de 12 metros de lado. Antes de la catastrofe, Momssen, comandante
de la Coriolanus, decidi6 construir un recinto metalico de 2 m® sin tapa, con forma
de prisma triangular y ajustado a uno de los rincones del hangar, con el fin de
almacenar parte del cemento repara-fugas del reactor principal. Teniendo en cuenta
que fue construido empleando la menor superficie posible de metal, ;cudles eran
sus dimensiones?

Ejercicio 4.28 Probar quesi -4 <z <0y —3 <y <1, entonces
—11 < 2%+ 22y — y? + 4o < 15.

Ejercicio 4.29 Sea s > 0 Expresar s como la suma de tres nimeros a, b,c > 0 de
forma que abc sea maximo.

Ejercicio 4.30 Calcular los puntos de la interseccion de esfera de centro (0,0, 0)
y radio 1 con el plano z +y + z = 1 cuya distancia a (0, 3, 3) sea maxima y minima.

Ejercicio 4.31 Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 en (1,1) de
f(z,y) = log(z +y)

Ejercicio 4.32 Sean a,b,c € R, con ¢ # 0. Calcular el polinomio de Taylor de
orden 1 en (0,0,1) de

sen(z + y) o

—b)z.
. a—0b)z

f(.’l?,y,Z) = ar — yeb—z +

Para a = 3, b = 1 y ¢ = 2, aproximar f en el punto (—0,02,0,03,0,98) con el
polinomio obtenido.
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Ejercicio 4.33 Sea a € R. Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 en (0,0, 0)
de

f(fl?, n Z) — 6a(m+y+z).
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