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Parte 1

Calculo en varias variables y
Geometria diferencial






Capitulo 1

Topologia de R"

1.1 Representaciéon grafica

Utilizaremos las representaciones graficas habituales. Asi por ejemplo R (= R') se
representa graficamente mediante una recta en la que se fija el origen y la unidad y
a la que se llama la recta real.

De la misma manera R? se representa graficamente mediante un plano en el que se
fijan unos ejes coordenados que se cortan en (0,0). El eje horizontal es el eje de
abscisas, eje OX o eje de las x, en el se representa la primera coordenada de cada
punto de R?. El eje vertical es el eje de ordenadas, eje OY o eje de las v, en el se
representa la segunda coordenada de cada punto de R?

3



4 1.1. Representacion grafica

Se suele representar R® mediante tres ejes que se cortan en (0,0,0) dibujados en el
plano de la siguiente manera

(0,0,0)

donde si (x,7,z) € R® x,y, 2 se representan en los ejes X,Y, Z respectivamente.

No existen representaciones graficas ttiles para R" con n > 3.
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1. Topologia de R" 5

1.2 Norma

Al igual que el valor absoluto nos proporciona una forma de medir distancias en R,
la morma nos proporcionara un medio para medir distancias en R".

Definiciéon 1.2.1 Sea a = (ay,...,a,) € R". Se define la norma de a como

lall = yfai+ - +ai =

Propiedades 1.2.2 Sean a, b€ R" y a € R.
1) llal| = 0.
2) ||la||=0<=a=0.
3) lleal| = |af[|al].

4) ||la+ b|| < ||a|| + ||b]| (desigualdad triangular).

Nota 1.2.3 Para el caso particular n = 1, la norma coincide con el valor absoluto.
<

1.3 Acotacion

Definicién 1.3.1 Sea n € N. Diremos que un conjunto A C R" es o esta acotado
si existe M € R tal que

|la|]| < M, VacA.

Nota 1.3.2 Intuitivamente, un conjunto de R" esté acotado cuando se encuentra
en una region finita de R™. <
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6 1.4. Topologia

1.4 Topologia

Sea n € N. Los conceptos de intervalo en R se generalizan a R" en cierta medida
con la nocién de bola.

Definicion 1.4.1 Sean a € R" y § € R con 6 > 0. Llamaremos:

1) Bola abierta de centro a (o centrada en a) y radio 0 a

B(a,d)={xeR"/||lx—al|<d}.

2) Bola cerrada de centro a (o centrada en a) y radio 0 a

Bla, o) ={x cR"/||z —al| <d}.

3) Bola reducida de centro a (o centrada en a) y radio ¢ a
B*(a,d)={xeR"/0<||lx—al|<d} =B(a, ) —{a}.
<
Definicion 1.4.2 Sea a € R".
e Llamaremos entorno de a a cada bola abierta centrada en a.
e Llamaremos entorno reducido de a a cada bola reducida centrada en a.
<

Para funciones definidas en R (de una variable), basta con considerar los intervalos.
Sin embargo en R™ (varias variables), necesitamos trabajar con conjuntos un poco
méas complicados:

Definicion 1.4.3 Diremos que A C R" es abierto si
Va € A, existe un entorno V de a tal que V C A.
<
Definicion 1.4.4 Diremos que F' C R" es cerrado si R" — F' es abierto. <

Definiciéon 1.4.5 Dado A C R", llamaremos frontera de A a

Fr(A) = {a, € Rn/ XX;Q?RZA—@’A}; e V'V entorno de a} .
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1. Topologia de R" 7

Nota 1.4.6 Intuitivamente:

e La frontera de un conjunto es su borde.

e Un conjunto es abierto si no contiene a ninguna parte de su borde.

e Un conjunto es cerrado si contiene a todo su borde.
En la practica:

e Los abiertos de R" que manejaremos vendran definidos por <, >.

e Los cerrados de R" que manejaremos vendran definidos por <, >, =.
<

Definiciéon 1.4.7 Diremos que K € R" es un compacto si es cerrado y acotado. <

Definicion 1.4.8 Sea A C R". Diremos que a € R" es un punto de acumulacion
de A si

para cada entorno reducido V' de a se tiene que VN A # ().
<
Definicion 1.4.9 Sea A C R". Diremos que a € A es un punto aislado de A si

existe un entorno reducido V de a tal que VN A = 0.

1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.1 Representar en R? los puntos siguientes

Ejercicio 1.2 Representar en R? los puntos siguientes
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8 1.5. Ejercicios

a) (1,0,0,) i) (1,-1,1) q) (0,2,-3)

b) (0,1,0) j) (1,1,-1) r) (1,3,1)

c) (0,0,1) k) (—1,-1,1) s) (—2,3,—4)
d) (—1,0,0) 1) (—1,1,-1) t) (2,-1,3)

e) (0,-1,0) m) (1,-1,-1) u) (1,2,3)

£) (0,0,—1) n) (—1,-1,—1) v) (2,2,1)

g) (111) 0) (2,1,0) w) (1/2.1/2,3/2)
h) (~1,1,1) p) (1,0,-2) x) (~3,-2,-1)

Ejercicio 1.3 Representar graficamente los siguientes conjuntos

a) {(z,y) eR*/22+3y=0}. g) {(z,y) eR*/22° —3y° =1}.
b) {(z,y) e R*/2z+ 3y <0}. h) {(z,y) €R? /227 — 3> > 1},
c) {(x,y) €R? /22 +3y >0} _ Y ,

Q) {(x,y)eR2/2332+3y2:1}. i) {(:v,y)E]R /2$ — 3y <O}.
e) {(z,y) e R* /22”4 3y* < 1}. D) {zy) eR?Jy—22" =0}
f) {(z,y) eR*/22° +3y* > 1}. k) {(z,y) eR*/y*+ 32 <0}.

) {(z,y) eR*/(z+1)°+(y—1)>=9}.

m) {(z,y) eR?*/2® +y* +22 -2y —-7<0}.

x2+y2—4(x+y)2—4,
n) < (z, y)€R2 y>0
y<uw
2 2
2 r+y =1
2 2
2 x +y 217
p {wer [ LTr=0
9 4 + 4% —4 <0,
) {(x,y)GR/4I2+y2 8r — 4y < —4
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1. Topologia de R" 9

Ejercicio 1.4 Representar graficamente los siguientes conjuntos
a) {(z,y,2) eR*/2z+y—2=1}. d) {(z,y,2) eR® [2® +y*+ 2 =16}.
b) {(z,y,2) R’ /20 +y—2<1}. e) {(z,y,2) eR’/a®+y* +2* < 16}.

c) {(z,y,2) R’ /20 +y—2>1}. f) {(z,y,2) eR®/2?+y*+2* > 16}.

g) {(z.9.2) €R® /(2 =1 +2(y — 1)° + 4(= = 2)° = 16 }.
h) {(z,y,2) eR’ /22> +¢* —2=0}.
i) {(z,y,2) eR?/22° +¢* —2 < 0}.
i) {(z,y,2) e R® /22 +y* — 2> 0}.
k) {(z,y,2) eR® [a® +1 =2 =1},
) {(z,y,2) eR® /2 +y* — 2" < 1}.
m) {(z,y,2) €R® /a® + ¢ - 22 > 1}
n) {(z,y,2) eR®/2*+y* =16},

0) {(z,9.2) eR® /2 +42* = 16}.

p) {(v,y,2) eR? [2* +y* —2* = 0}.
a) {(z,y,2) €R®/a? — 12 —2=0}.

(9, 2)

r) {(z,y,2) eR®/2* —a® —y? =1}.
2., .2 2
3 T +y -z §O7
S) {(I,y,Z)ER / $2+y2—|—22§1 }

Ejercicio 1.5 Describir por medio de desigualdades el conjunto de puntos dentro
del paralelepipedo de vértices

(0,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (0,2,1), (1,2,1), (1,1,1),
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10 1.5. Ejercicios

a) Incluyendo las caras.

b) Sin incluir las caras.

Ejercicio 1.6 Calcular la norma de los vectores siguientes

a) (1,0) e) (1,0,1) i) (—1,2,3)
b) (—1,1) £) (0,1,0) j) (2,1,-4,5,1)
c) (2,3) g) (—2,1,3) k) (2,3,4)

d) (—4,3) h) (1,1,1,1) 1) (-1,—-1,-2,-2)

Ejercicio 1.7 Seann € Ny a, b € R". Probar que
[llall = l1Bll| < lla bl
Ejercicio 1.8 Decir cuales de los siguientes conjuntos son acotados
a) {(z,y) eR*/2>0,y>0}.
b) {(z,y) eR*/x+y=0}.

¢) {(r.y) €B? /(e — 1)+ (y— 2> < 1}.

x>y
d) {('xuy> €R2/ $2_‘i‘yg/2 Sl }

2 4$_92207
e){xy ER/4x2—y224 .
4o —y? >0
2 - Y
f) {:Cy eR/Zﬂ(:p—l)—yng}'
4o —y? >0
2 - Y
g) {xy GR/E)(x—l)—yQSO}'

h) {(z,y,2) € R’ /22> 4+ (y —1)* + 22> < 1}.

i) {(z,y,2) €eR’/2>0,y>0, 2>0}.

. 3 x>0,y>0, 2>0,
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1. Topologia de R" 11

Ejercicio 1.9 Seann € Ny A C R". Probar que las siguientes propiedades son
equivalentes.

(i) A es un conjunto acotado.
(ii) Existe @ € R" y una bola abierta centrada en a que contiene a A.

(iii) Para cada a € R" existe una bola abierta centrada en a que contiene a A.

Ejercicio 1.10 Representar graficamente los siguientes conjuntos

a) B((0,0), 1). d) B((2,4), 3). g) B*((0,0,0), 1).
b) B((1,1), 2). e) B((0,0,0), 1). h) B((—1,2,1), 2).
c) B*((-1,1), 1). f) B((0,0,0), 1). i) B((1,2,4), 3).

Ejercicio 1.11 Sean n € Ny a € R". Probar las siguientes propiedades.

a) Para cada bola abierta centrada en a, existe una bola cerrada centrada en a
que la contiene.

b) Para cada bola cerrada centrada en a, existe una bola abierta centrada en a
que la contiene.

c) Toda bola es un conjunto acotado.

d) Toda bola abierta es un conjunto abierto.

e) Toda bola reducida es un conjunto abierto.
f) Toda bola cerrada es un conjunto cerrado.
g) Toda bola cerrada es un conjunto compacto.

h) Las bolas no tienen puntos aislados.

Ejercicio 1.12 Sea n € N. Probar que para un conjunto F' € R", son equivalentes
las siguientes propiedades

(i) F es cerrado.

(ii) Para cada a € R" verificando que para cada entorno V de a, VN F # () se
tiene que a € F.

Ejercicio 1.13 Sea n € N. Para cada conjunto A € R, se define
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12 1.5. Ejercicios

1) El interior de A,

A° = {a € R" / Existe un entorno V" de a con V' C A},
2) La adherencia de A,

A = {a € R" /Para cada entorno V de @, V N A # 0}.
3) El derivado de A,

A"={a € R" /a es un punto de acumulaciéon de A}.
Sea A € R". Probar que

a) A°C ACA.
b) A° C A’ C A

c) A° es un conjunto abierto y ademés es el mayor conjunto abierto contenido

en A.

d) A es un conjunto cerrado y ademas es el menor conjunto cerrado que contiene
a A.

e) A es abierto si y solo si A = A°.

f) A es cerrado siy solo si A = A.

g) A’ es cerrado.

h) El conjunto de puntos aislados de A es A — (AN A").
i) A no tiene puntos aislados si si s6lo si A C A’
i) Fr(4) = ANRT =4

k) A= AUFr(4).
1) Fr(A) = Fr(R" — A).

m) A°=R" -R" - A

n) A=R"— (R" - A)°.

0) ac A siysolosiacA—{al.

p) R" es abierto y cerrado.

q) 0 es abierto y cerrado.

Ejercicio 1.14 Decir cuales de los conjuntos siguientes son abiertos o cerrados.
Calcular su frontera. Calcular su interior, adherencia y derivado (ver Ejercicio 1.13).
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1. Topologia de R" 13
a) {(z,y) eR*/x>0,y>0}. d) {(z,y) eR*/x+y=0}.
b) {(z,y) eR*/z >0, y>0}. e) {(z,y) eR*/z+y=0,2>0}.
c) {(z,y) eR*/z>0,y>0}. f) {(z,y) eR*/z+y=0, 2>0}.
g) {(z,y) eR®/(x—1)>+ (y—2)* <1},
h) {xy ERQ/ §2>+yy2’<1 }
. s /| dx—y? >0,
i) {xy )ER / 4x2—yy224 }
. 9 Az —y* >0,
) {fﬁy JER / S(x—yl)—y2<0 }

k){:ty ) € R?

1) {(z,y,2)

m) {(z,y,

n)%@y@eRZ/

2)eR /P +yP <1, 0<2z<1}.

o) {(z,y,

4x—y220,
S(z—1)—y* <0 [

2)ER/z>0,y>0,2>0}.

x>0, y>0, 2>0,
r+y+z<1

eER/ 22°+ (y—1)°+2°<1 }.

b

Ejercicio 1.15 Calcular el derivado (ver Ejercicio 1.13) de los siguientes conjuntos

a) {(0,1/n) e R*/neN}.

b) {(z,zsen(l/z)) e R*/z € R—{0}}.
c) {(z,sen(1/z)) e R* /z € R — {0} }.

d) B ((1,1,1), 1).
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14 1.5. Ejercicios
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Capitulo 2

Funciones

2.1 Nocion de funciéon

Definicién 2.1.1 Una funcion es una aplicacion
f:ACR" — R™ |
donde n y m son dos ntimeros naturales.
1) A se llama el dominio de la funcion.

2) Diremos que n es el nimero de variables de f y que f es una funcion de n
variables.

3) En general, cuando n > 1 diremos que f es una funcion de varias variables.
4) Diremos que m es el nimero de componentes de f.

5) Cuando m = 1 diremos emplearemos la notacion f en vez de f y diremos
que f es una funcion escalar.

6) Cuando m > 1, diremos que f es una funcion vectorial.

<

Nota 2.1.2 Notese que las funciones escalares de una variable (n = m = 1) son las
funciones reales de variable real ya conocidas. Por lo tanto estamos generalizando
el concepto de funciéon que ya teniamos. <

Nota 2.1.3 Las aplicaciones lineales estudiadas en Algebra Lineal son un tipo
particular de funciones, pero no debemos pensar que todas las funciones son
aplicaciones lineales. <

15



16 2.2. Representacion grafica

Nota 2.1.4 Cuando demos simplemente la expresion de una funcion sin precisar
donde esté definida (ver ejercicio 2.1), entenderemos que su dominio es el conjunto
més grande posible donde tiene sentido dicha expresion <

Ejemplo 2.1.5 Dos ejemplos de funciones son las siguientes
f: R*—R
(z,y) — " +1y* — 2
g: R3 — R?
(z,y,2) — (2* + 1,y> + 2°, 2 + e/ senz, 3 + zy)

La funcién f es una funcién escalar de dos variables. La funcién g es una funciéon
vectorial de 3 variables con 4 componentes. Ninguna de ellas es una aplicacion
lineal. <

2.2 Representacion grafica
Definiciéon 2.2.1 Seann, m € Ny

fACR" — R™
una funcion.

1) Llamaremos grafo de f al conjunto
graf f = {(z, f(x)) e R"" Jw e A},
2) Llamaremos soporte de f al conjunto
sopf={f(x)eR™/xec A}.
N

Cuando el soporte se reduce a un punto, diremos que la funcién es constante.

El grafo y el soporte de una funcién contienen diversa informacion geométrica
y resulta util a veces representarlos graficamente. Lamentablemente solo existen
representaciones graficas tutiles para unos pocos valores particulares de n y m.

El grafo se puede representar directamente para n + m < 3 y el soporte para
m < 3. En otros casos, a veces se representan ciertas proyecciones en R> de dichas
figuras, pero la mayor parte de las veces se proporcionan ideas intuitivas basadas
en casos mas simples que caen entre los representables directamente.
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2. Funciones 17

2.2.1 Representacion del grafo
Consideramos f como en la Definicion 2.2.1. Los casos representables son

1) n =m = 1. Tenemos la representacion grafica de las funciones reales de una
variable real que ya conocemos. Sabemos que la representacion en general
una linea en R? que no puede volver sobre si misma.

2) n =2, m = 1. Estas funciones se representan en R® tomando z = f(z,y) y
dan lugar a una de manera genérica a una superficie de la forma

Z

X

3) n =1, m = 2. La funcién se representa en R* tomando (z,y) = f(2) y de
manera genérica la gréafica es una curva en R

(x,y) = f(2) = (senz,cos z), 0 < z < 2,
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18 2.2. Representacion grafica

2.2.2 Representacion del soporte

Consideramos f como en la Definiciéon 2.2.1. En principio se puede representar
directamente el soporte de f cuando m < 3. No obstante, los casos que tendrin
interés para nosotros seran 2 < m < 3 con n < m. Tendremos asi

1) n =1, m = 2. En este caso la figura es de manera genérica una curva en el
plano.

flt)= (@t —1),t2=1), =3/2<t<3/2,

2) n =1, m = 3. La figura es de manera genérica una curva en el espacio.

f(t)= (£ =1,t(1 %), - 1)), —11/10 < t < 11/10,

AT
0.5\
N9
1
0.5
—0.5 0 05 ° .
Y

3) n =2, m = 3. La figura genéricamente es una superficie en R®.
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2. Funciones 19

2.2.3 Relacion entre grafo y soporte

Seann, me Ny
fACR" — R™

una funcion. Siempre podemos construir otra funcién

F:A—R"™™
T — (, f(x)) ’

y tiene claramente que
graf f =sop F,

Luego cualquier grafo se puede expresar como un soporte (de otra funcion).

Podemos ahora plantearnos si es cierto el reciproco, jcualquier soporte puede
expresarse como el grafo de otra funcién? La respuesta es que s6lo bajo ciertas
condiciones el grafo se puede expresar como una unién de los soportes de varias
funciones. De todos modos esta cuestion es complicada y esta relacionada con un
resultado llamado teorema de la funcion implicita.

2.3 Aritmética de funciones
Definicion 2.3.1 Sean n, m, p € N. Se definen las siguientes operaciones

1) Suma. Si
f,g: ACR" — R"™ |

definimos

(f+9)(x) = f(x)+g(x), V€ A
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20 2.4. Proyecciones y componentes

2) Producto (So6lo funciones escalares). Si
frg: ACR" — R |

definimos

(f9)(x) = f(z)g(z), V € A.
3) Producto por un escalar. Sean
fACR" —R"  a€eR

definimos

(af)(x)=af(x), Yz € A.
4) Composicion. Dadas
f:ACR" —R", g:BeR" —RP,
con f(A) C B, se define la composicion de f con g

gof:ACR" —R?
x+— go f(zx) =g(f(x))

Esquematicamente

gof

R" L Rm 2, RP

2.4 Proyecciones y componentes

Definicion 2.4.1 Sea n € N. Para cada ¢ = 1,...,n, llamaremos i-ésima proyec-
cion de R™ a la funcion escalar

(X1, .oy Tp) —> xy
Llamaremos proyecciones de R™ a las funciones py,...,p,. <
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2. Funciones 21

Definicién 2.4.2 Sean n m € N, py,...,p, las proyecciones de R™ y

fiACR" 5 R™

una funcién. Para cada ¢ = 1,...,m, llamaremos i-ésima componente de f a la
funcién escalar

fi=piof.
Llamaremos componentes de f a las funciones fi,..., f;,. <

Las funciones vectoriales se pueden descomponer en sus componentes, que son
funciones escalares. Asi, con las notaciones de la Definicion 2.4.2; tendremos

f:ACR" — R™
x— (filx),..., fu(x))’

Ejemplo 2.4.3 Para la funcién vectorial
f: R — R*
(z,y,2)) — (2 + 1L,y* + 2%, 2 + e¥sen 2,3 + ay)

sus componentes son

fi(z,y,2) =2* +1
folw,y,2) =y + 2°
fs(z,y,2) =x 4+ eYsenz
fa(z,y,2) =3+ wy

2.5 Extremos de funciones escalares

Definicion 2.5.1 Seann € N,y f: A CR" — R una funciéon escalar.
1) Diremos que a es un mdzimo absoluto de f en A, si f(x) < f(a), V& € A.
2) Diremos que a es un minimo absoluto de f en A, si f(x) > f(a), V& € A.

3) Diremos que a es un mdzimo relativo de f en A, si existe un entorno V' de a

tal que f(x) < f(a), V& € VN A.

4) Diremos que a es un minimo relativo de f en A, si existe un entorno V' de a

tal que f(x) > f(a), Ve € VN A.

A los méximos y minimos absolutos se les llama extremos absolutos.
A los méximos y minimos relativos se les llama extremos relativos. <
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22 2.6. Acotacion

2.6 Acotacion

Definicion 2.6.1 Sean n,m € N. Diremos que una funcion f: A CR" — R™
es acotada (en A) si su imagen es un conjunto acotado. <

2.7 Ejercicios

Ejercicio 2.1 Dar el nimero de variables, el nimero de componentes y el dominio
de las funciones siguientes. Decir cuéles son de varias variables, cuales escalares,
cuéles vectoriales y cuéles constantes.

a) f(z,y) =zy.

b) f(z) = (2% —x,2,log ).

c) flz,y,z,1) = <x2 —t+ 2y, 2%\/1 — xycost).
d) f(xlax%xS) (2 1)

e) f(r,s,t) =1log(l —r?) log(s* +t?).

£) F(hk) = (h—k b —h Kk 1,h% tank).

(w2<2+y) + 2y

senle ) s (20) £ (0.0)

g) flz,y) = z? +y?
(2,0), si (x,y) = (0,0)
x—y ,

h) f(z,y) =< z+y’ Sly#_x.
0, siy=—x

i) flz) =

) fle,y) = (y/x,x/y).
k) f(x,y,2,t,s) = (t—1,0).
D flz,y,2) = (y, 2,2).
Ejercicio 2.2 Representar graficamente el soporte de las siguientes funciones
a) f(t) = (2cost,sent), para t € [0, 67].

b) f(t) = (cht,sht), parat € [0,1].
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2. Funciones 23

c) f(t)= (1), parat € [—1,1].

d) f(t) = (t,2t), para t € [0,1].

e) f(t)=(t,0), parat € [0, 1].

f) £(t) = (1,t), parat € [0,1].

g) f(t) = (sen3t,cos3t,t), para t € [0, 67|

h) f(s,t) = (s,t,coss +sint), para s, t € [—2m, 2n].

e) f(z,y) = 2y/x definida en {(z,y) € R* /x > 0}.
f) f(z) = (2cos z,sen z), para z € [0, 67].

g) f(2) = (chz,shz), para z € [0, 1].

h) f(z) = (2% 2%), para z € [-1,1].

i) f(z) = (2,22), para z € [0,1].

J) f(2) = (2,0), para z € [0,1].

k) f(z)=(1,2), para z € [0,1].

Ejercicio 2.4 Escribir la expresion de (g o f)(x,y, z) donde

flz,y,2) = (ex cosy + z,2x2° + y3) ,
g(h k) = (h— k,kh?).

Ejercicio 2.5 Escribir las componentes de cada una de las funciones del Ejerci-
cio 2.1.
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Capitulo 3

Continuidad y Limites

3.1 Continuidad

3.1.1 Nocién de continuidad

Definicion 3.1.1 Seann, m € N, A CR" y a € A donde a no es un punto aislado
de A. Diremos que una funcién

f:A—R",
es continua en a, si para cada entorno V de f(a) existe un entorno U de a tal que
fx)eV, YxeUnNA.
<

Proposicion 3.1.2 En las condiciones de la Definicién 3.1.1,sia € BC Ay a
no es un punto aislado de B, entonces

f continua en @ = f|p continua en a.
q

El reciproco de la Proposicion 3.1.2 no es cierto.

Definicién 3.1.3 Sean n, m € Ny A C R" sin puntos aislados. Diremos que una
funcion
fiA—R",

es continua en A, si es continua en cada punto de A. <

En las condiciones de la Definicion 3.1.3, si decimos que f es continua, nos referire-
mos a que es continua en A

25



26 3.1. Continuidad
Proposicién 3.1.4 En las condiciones de la Definicion 3.1.3, si B € Ay B
tampoco tiene puntos aislados, entonces

f continua en A = f|p continua en B.
<

El reciproco de la Proposiciéon 3.1.4 no es cierto.

3.1.2 Casos particulares
3.1.2.1 Funciones vectoriales

Proposicion 3.1.5 Sean n, m € N, A C R", a € A donde a no es un punto
aislado de A,
f:A—R"™,

una funcion y

fl,...,fmIA—>R,

sus componentes (ver Definicion 2.4.2). Se tiene que
f es continua en a <= fi,..., f,, son continuas en a.
<
Proposicion 3.1.6 Sean n, m € N; A C R" sin puntos aislados,
f:A—R™

una funcion y

fioooisfm t A—R |

sus componentes. Se tiene que
f es continua en A <= f1,..., f,, son continuas en A.
<

Las Proposiciones 3.1.5 y 3.1.6 nos permiten reducir el estudio de la continuidad
de las funciones vectoriales al estudio de la continuidad de las funciones escalares.
Por ello a partir de ahora trataremos sobre todo el caso de las funciones escalares.

3.1.2.2 Funciones constantes

Las funciones constantes definidas en conjuntos sin puntos aislados son continuas.
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3. Continuidad y Limites 27

3.1.2.3 Proyecciones

Las proyecciones de R™ (ver la Definicién 2.4.1) son funciones continuas en R".

3.1.3 Aritmética

Se tiene que

1) La suma de funciones continuas es continua.
2) El producto de funciones escalares continuas es continua.

3) La composicion de funciones continuas es continua.

Estas propiedades, junto con las de los casos particulares de 3.1.2 nos permiten esta-
blecer la continuidad de muchas funciones cuyas expresiones estén dadas mediante
combinaciones de funciones elementales.

3.1.4 Propiedades

Teorema 3.1.7 [Teorema de Weierstrafy]

Sean n € N, K C R" un conjunto compacto sin puntos aisladosy f: K — R
una funciéon continua. Entonces f tiene al menos un méximo absoluto y al menos
un minimo absoluto en K. <

Teorema 3.1.8 [Teorema de Bolzano]

Sean n € N, A C R" sin puntos aislados y f: A — R una funcién continua.
Sean a y b verificando que f(a)f(b) < 0y que existe un intervalo [¢,d] y una
funcion continua ¢ : [¢,d] — A con ¢(c) = a 'y p(d) = b. Entonces existe ¢ € A
tal que f(e) =0. <

3.1.5 Discontinuidades

Definicion 3.1.9 Sean n, m € N, A C R", a € A no siendo a un punto aislado
de Ay
f:A—R",

una funcion. Diremos que a es una discontinuidad de f, si f no es continua en a. <

La similitud entre la definicién de continuidad para funciones de varias variables
y funciones reales de variable real, puede inducir a pensar que el estudio y com-
portamiento de las discontinuidades es muy similar en ambos casos. En realidad
esto no es cierto. El estudio de las discontinuidades de funciones de varias variables
es muy complicado como veremos en la siguiente secciéon y aqui trataremos soélo
algunos casos sencillos.
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28 3.2. Limites

3.2 Limites

3.2.1 Nocidén de limite

Definicion 3.2.1 Sean n, m € N, A C R" y a un punto de acumulacién de A.
Diremos que una funciéon

fiA—R™,

tiene limite en a si existe L € R™ tal que para cada entorno V' de L, existe un
entorno reducido U de a con

f(x) eV, Ve e UnNA.

En este caso se dira que L es el limite de f cuando « tiende hacia a, y se denotara
por
lim f(x) = L.

r—a

<

Propiedades 3.2.2
1) El limite de una funcién en un punto puede no existir.
2) El limite si existe es tnico.

3) El limite de una funcién en un punto a no depende del valor de la funcién en
a. De hecho la funcién no tiene por qué estar definida en a, ya que un punto
de acumulacién de un conjunto no tiene por qué pertenecer a dicho conjunto.

<

Proposicion 3.2.3 Sean n, m € N, A C R", @ un punto de acumulacion de A,
f:A—R"™

y B C A, de forma que a es un punto de acumulaciéon de B. Tenemos que

Si existe lim f(x) entonces también existe lim f|g(x).
r—a Tr—a

En tal caso, ademés
lim f(x) = lim f|g(x).
r—a r—a

<

El reciproco de la proposicion 3.2.3, en general no es cierto.
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Proposicién 3.2.4 Sean n, m € N, A C R" sin puntos aislados a € Ay
f:A—R™,
una funcién. Se tiene que

f es continua en a <= 3 lim f(x) = f(a).

r—a

N

La Proposicion 3.2.4 sirve para evaluar limites en aquellos puntos en los que se
pueda deducir directamente que la funcién es continua.

Ejemplo 3.2.5

lim log(3z +vy) = —log 2
pgm Y g( Y) g

lim 22y + zseny =12-0+1-sen0 =0
(z,y,2)—(1,0,1)

<

Por otra parte sirve también para estudiar la continuidad por medio de limites en
puntos en los que no se pueda establecer aquella de manera directa.

Proposicion 3.2.6 Sean n, m € N, A C R", @ un punto de acumulacion de A,
f:A—R",

una funcion y

fisoiisfm i A— R |

sus componentes. Se tiene que

Existe lim f(x) <= Existen lim f;(x), j=1,...,m.

r—a r—a

Ademas, en este caso, si

lm f;(x) =L, j=1,...,m,

Tr—a
entonces
alsl_r)rlllf(w) =(Ly,...,Ln).
<
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30 3.2. Limites

3.2.2 Calculo de limites

Proporcionaremos técnicas de céalculo de limites exclusivamente para funciones
escalares, ya que los limites de funciones vectoriales se calculan a partir de sus
componentes, como se establecié en la Proposicion 3.2.6.

Puesto que la nociéon de limite para funciones de varias variables es analoga a
la que tenfamos para funciones reales de una variable real, podria pensarse que las
técnicas que se tenian son similares a las que tendremos ahora. En general esto
no es cierto. El célculo de limites de funciones de varias variables es mucho més
complicado que lo conocido hasta ahora, por lo que trataremos solo algunos pocos
casos particulares.

3.2.2.1 Aritmética

En general podremos aplicar la misma aritmética permitida que para limites de
una variable, pero cuando el resultado sea uno de los infinitos, diremos que el limite
no existe.

Las técnicas para la resolucion de indeterminaciones no son aplicables aqui.

3.2.2.2 Coordenadas polares

Esta técnica solo sirve para funciones de 2 variables y no proporciona respuestas
en todos los casos. Su ventaja es que se trabaja con un limite en una variable.

Definicién 3.2.7 Sean (,y) las coordenadas habituales en R? y (a,b) € R?. El
cambio a coordenadas polares en (a,b) viene dado por las expresiones

{x =a+ pcosf

y=>b+psent

con p € (0,00) y 0 € [0,27). <

Ejemplo 3.2.8 Haremos el cambio a coordenadas polares en (1,2) para la funcion
flz,y) = xy + Y.

El cambio resulta ser
x =1+ pcosf
y=2+ psend

y la funcién resultante es

f(14pcosh, 2+ psenf) = (1+ pcosh)(2+ psenf) + elcosd=sené=bp
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Supongamos que queremos resolver el siguiente problema. Sean A C R?, (a,b) € R?
de forma que exista un entorno reducido U = B* ((a,b), 6) de (a,b) con U C Ay
f:A— R,

una funcion. Se pretende calcular
lim z,9).
(z,y)—(a,b) f@,9)
Algoritmo 3.2.9
1) Realizar el cambio a coordenadas polares en (a, b) sobre la funcion f
9(p,0) = fla+ pcost,b+ psend),
con0<p<dydel0?2m).

2) Calcular el limite en una variable

lim g(p,0),

p—0F
donde 6 € [0,27) es un parametro.

3) Segun sea el limite anterior, se tiene que

(No existe, si lim g(p,0) = L(0)
p—0t
No existe, si lim g(p,0) no existe o0 es + oo
p—0+t
L, si lim g(p,0) =L eR, VO € [0,2m)
I . p—0t
(x,yfﬁ%a,b) fla,y) = y ademaés existe h(p) con

lim h(p) =0y

p—0F

9(p,0) — L| < h(p), V0 € [0,27)
\Indeterminado, si se da cualquier otro caso.

q
Ejemplo 3.2.10 Estudiemos el limite

lim x,Y),
(z,y)—(0,0) f@y)
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donde

202 (y + 1) + 1 .
f<x7y): 2I2+y2 ) 8 ( 7y)#(0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

El cambio de coordenadas que tenemos que considerar en este caso es

x = pcost
y = psenf
con p € (0,00) y 6 € [0,2m).
Sea,

9(p,0) =f(pcost, psend) =

2p° cos® O(psen + 1) 4+ p*sen® 0
2p? cos? 0 + p?sen? 6 N

p*(2p cos® Osen O + cos? 0 + 1)
p%(1 + cos? 0)

2 cos? fsen 6

—_— + 1.
p 1+ cos?6 +

Ahora

p—0+ p—0F 1+ cos?6

2 2
lfm g(p,0) = lim GM + 1) ~ 1

Veamos si podemos encontrar la funcion h(p) del Algoritmo 3.2.9

2 cos? fsen 6
1+ cos? 6

2 cos? 0 [sen 0|

— 1] =
9(p, 0) — 1] ‘p T coZd

+1—1’:p

p 2p = h(p),

<
14 cos26 —

y se tiene que
lim h(p) = lim 2p =0,

p—0+ p—0t
por lo que

lim x,y) =1
(wvy)%(U:O)f( v)
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Nota 3.2.11 Sean (a,b) € R? un intervalo I C [0,27) y d > 0. Llamaremos sector
de amplitud I con radio § y vértice (a,b) al conjunto

Sectr ((a,b), 6) = {(a+ pcosf,b+ psend) e R* /0 < p <, 0 € I}.
Sean A C, tal que existe § > 0 y un intervalo I C [0, 27) verificando que
ANB*((a,b), §) = Secty ((a,b), 9),

y una funciéon

fiA—R.

Para calcular

lim x,),
(z.y)—(a,b) f@y)

Se puede utilizar una version del Algoritmo 3.2.9 en la que sustituiremos el intervalo
[0, 27) por el intervalo 1. <

Ejemplo 3.2.12 Sean
A={(z,y) eR*/0 <y <}

y la funcién

f: A— R
o
(l’,y)i—>;

Calculemos

lim ).
(z,9)—(0,0) fz.y)

Es facil ver que A estd en las condiciones de la Nota 3.2.11, por ejemplo pa-
ra Sect(p/4) ((0,0), 1). Podemos utilizar por lo tanto la version modificada del
Algoritmo 3.2.9. El cambio de coordenadas es

x = pcost
y = psenf

con<p<ooyfel0mn/4).<

2 (o2 2
p~sen” 0 sen” 0
0) = 0 0) = = :
9(p,0) = f(pcost, psend) reosh P eosd
Se tiene que
sen?
1i 0) = 1 =0
o 900 = J0 0 s
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Veamos si podemos acotar para 6 € (0,7/4).

sen?
0) — 0| = =
l9(p,0) = 0] pcose‘
(va que si 6 € (0,7/4), cos > 0)
2
:psen 0 < p <
cosf ~ cosf
(ya que € (0,7/4) = 1> cosf >2/2=1<1/cosf < 2/\/5)
2p
<=2 — h(p),
<7 (p)
con )
, e 20
pli}(r)1+ h(p) B pllgg' \/§ 0,
por lo que

lim x,y) = 0.
(m,y)—>(070)f( v)

3.2.2.3 Limites sobre conjuntos

Podemos utilizar 3.2.3 para probar que un limite no existe. Dados n, m € N,
A CR", a un punto de acumulacién de A y

fiA—R",

si encontrasemos o bien un subconjunto B C A con a punto de acumulacién de B
de forma que no exista

iﬂf’B(iB)?

o bien dos subconjuntos B; C Ay By C A con a punto de acumulacion de By y
de By de forma que

lim f‘B1 (w) 7& lim f’BQ(m)7
T—a z—a

entonces

lim f(),

r—a

no podria existir.
Para utilizar en la practica esta técnica con comodidad introduciremos la
siguiente notacion
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Definicion 3.2.13 Sean n, m € N, A C R", a un punto de acumulaciéon de A,
f:A—R",

y B C A con a punto de acumulaciéon de B, llamaremos limite de f en a sobre el
conjunto B a

lim f() = lim £|5(x)
xeB

3.2.2.4 Limites sobre curvas

Consideramos ahora un caso particular de limite sobre conjuntos en los que los
conjuntos son soportes de curvas. Aunque mas adelante estudiaremos con detalle
este tipo de conjuntos, por el momento sera suficiente considerar la siguiente
definicion.

Definicion 3.2.14 Sea n € N, A C R" y a un punto de acumulacién de A.
Llamaremos curva admisible sobre A en a a una funcién continua e inyectiva

p: I — R"
definida en un intervalo abierto I y verificando las propiedades siguientes
1) a € sop .

2) Existe 0 > 0 tal que
B* (a, §) Nsopp C A,

N

La utilidad de las curvas para probar que no existen ciertos limites se debe a que
reducen nuestros célculos a tratar con limites de una variable.

Proposicion 3.2.15 Sean n, m € N, A C R", a un punto de acumulacion de A,
f:A—R™,

y ¢ : I — R" una curva admisible sobre A en a. Sea t; el inico punto de I con
p(ty) = a. Se tiene que

i f(z) = lim f o o(?)
xTESop Y
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36 3.2. Limites

Nota 3.2.16 Podemos extender lo anterior a curvas definidas sobre intervalos
cerrados. Con las notaciones de la Proposiciéon 3.2.15, supongamos ahora ademés
que I = [a,b]. Si ty = a entonces se tendria que
lim f(x) = lim fop(t)
t—at

T—a
T ESop ¢

Si ty = b entonces se tendria que

lim f(x) = lim fop(t)
T—a t—b—
TESop Y

<

Ejemplo 3.2.17 Sea

T
0 Si Yy # 0
flay) =V :
0, siy=0
Estudiemos
lim z,Y),
(z,9)—(0,0) J(z.)

Para cada o € R, tomamos la curva

Co={(z,y) eR* /2 = ay’}
Para

@, R — R?
t— (at’ t)
se tiene que C, = sop ¢,,. Es facil ver que cada ¢, es una curva admisible sobre
R? en (0,0), y que ¢(0) = (0,0). Teniendo en cuenta que la recta y = 0 solo corta
a cada C, en (0,0),
t3
fm  f(z,y)= lim = =lim % =lima =a,

(,9)—(0,0) (@y)—00) Y3 =0 3 =0
(z,y)eCa (z,y)eCq

por tanto sobre dos curvas distintas de la familia los limites son distintos y

lim )f(m‘,y),

(z,9)—(0,0

no existe.
Habitualmente no hace falta completar todos los detalles como en este ejemplo

y, sin construir explicitamente ¢, se podria escribir directamente lo siguiente
3
x a
lim  flz,y)= lim = =lim 2 —lima = a,
(z,9)—(0,0) (@y)=00) y>  y=0 y y—0
(z,y)eCa r=oy?
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3. Continuidad y Limites 37

Definicion 3.2.18 Sean n, m € N, A C R", a un punto de acumulaciéon de A y
f:A—R"™.

Los limites sobre las rectas que pasan por a y que sean curvas admisibles sobre A
de f, se llaman limites direccionales de f en a. <

3.2.2.5 Acotacion

Proposicion 3.2.19 Sean n € N, A C R", a un punto de acumulacién de A y
f,g: A— R,

dos funciones escalares tales que g es acotada y

lim f(x) = 0.
r—a
Entonces
lim f(x)g(x) = 0.
r—a
<

Proposicién 3.2.20 [Regla del Sandwich]|
Sean n € N, A C R", a un punto de acumulacion de A y

f7 g7 h : A R )
tres funciones escalares tales existe U entorno reducido de a con

f(®) <g(x) < h(z), Ve e UNA,

y tales que
lim /(@) = lin h(a) = L.
Entonces
lim g(z) = L.
N

3.3 Ejercicios

Ejercicio 3.1 Utilizando las propiedades de las Secciones 3.1.2 y 3.1.3 y de las
funciones elementales, estudiar dénde se puede decir directamente que las siguientes
funciones son continuas. Describir detalladamente como se aplican las distintas
propiedades.
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38 3.3. Ejercicios

a) f(z,y) =zy.

b) f(z) = (2%, —x,2,log ).

c) flz,y,z2,1) = (332 —t+2y,2%/1 — xycost).
d) f(z1,22,73) = (2,1).

e) f(r,s,t) =1log(l —r?) log(s* +t?).

£) £(h k) = (h—k,k—h k1, h% tank).

224 y) + 2¢? .
g) f(x,y) { 22 + 42 Sen(l‘+y)), si (z,y) # (0,0)_
si (z,y) = (0,0)

h) f(z,y) x —|— y’ sly# -~
siy =
i) flx) =
) flay) = (y/z,2/y).
k) f(z,y,2,t,s) = (t—1,0).
D fla,y,2) = (y,22).
Ejercicio 3.2 Calcular, si existe, el limite en (0,0) de las siguientes funciones

o si (z, )
2) fey) =@t O ENFOD
0, si (z,y) = (0,0)

——Y siy# -
b) f(z,y) =2 v +y’
07 siy__
2
9 fay) =g S @0 #00)
0, si (z,y) = (0,0)
:L‘2—|—y2
d) f(q;,y): I2+y7 siy # —x
0, siy=—a?
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22 — g2

e) flz,y) =13 a2 +y? st (z,y) # (0,0).

0, si (z,y) = (0,0)
£) flay) — {“en(x/ v ’ o
g) flz,y)=qy+a? STWQ xz‘
: siy=—x

Ejercicio 3.3 Probar que los limites de la funciéon

T

2 Sly#o
fle,y) =<y’ :
0, siy=20

en (0,0) sobre las curvas
Co={(z,y) €R? [z = ay'}
coinciden Va € R, pero sin embargo f no tiene limite en (0, 0).
Ejercicio 3.4 Seanp, g€ Rconp>0yqg>0,y
D={(z,y) €eR*/2 >0, y>0}.
Estudiar Py

hIIl _— .
(@y)—(0,0) 22 + y? — zy
(z,y)€D

Ejercicio 3.5 Estudiar la continuidad de

(2 +y) + 2y2,sen(x+y)) , st (z,y) #(0,0)

a) f(z,y) = ( 22 + y?
(2,0), si (z,y) = (0,0)

.T2y2 ‘
b) f('ray) = I2y2—|—(g;_y>2’ Sl (9579)75(0,0)

1, si (2, y) = (0,0)
2 — -2
royte , siz+y—z—1#0
C) f([E,y,Z)Z :E—I—y—z—l .
0, sizr+y—2z2—1=0

Y 2 2 .
d) f(z,y) = {gsen(x +y°), siz#0

)

siz=0
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Capitulo 4

Calculo diferencial

4.1 Diferenciabilidad

Vamos a establecer una forma alternativa de describir la derivabilidad en una
variable.

Proposicién 4.1.1 Sean I un intervalo abierto,a € I'y f:I — R una funcién.
Son equivalentes

(i) f es derivable en a.

(ii) Existe b € Ry una funciéon g(h) definida en un cierto U, entorno reducido de

0, con
- g(h)
pm = =0
y tal que para cada h € U,
fla+h)= f(a) +bh+ g(h). (4.1)

Ademés, en estas condiciones, b = f(a) y la expresion de g(h) es tnica.
Demostracion:

(1)=(ii)
Supongamos que f es derivable en a. Sea
g(h) = f(a+h) — f(a) = fla)h.

Se tiene que

i 90 _ o flath) = fla) = flh . flath) = fla) lim fl(a) =

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

= fla) = fla) = 0.

41



42 4.1. Diferenciabilidad

Por lo tanto, si f es derivable en a, existe una funcion g(h) verificando

. g(h)
R
tal que
fla+h) = f(a)+ fla)h + g(h). (4.2)

(ii)=(i)
Por otra parte, supongamos que existe b € R y una funciéon g(h) definida en un
entorno reducido de 0 con
g(h)

lfm =2 =0
im h ,

h—0

y tal que
fla+h) = f(a) + bh + g(h).

entonces, despejando, tenemos que

fla+h) - f(a) g(h)
= b _—
h T
y tomando limites
tim LA =@ i 9y
h—0 h h—0 h—=0 h

de donde se tiene que f es derivable en a y ademas f(a) =b. <

Nota 4.1.2 Con las notaciones de la Proposicion 4.1.1, cuando f es derivable en a,

1) La formula de aproximacion que, para h pequerio, proporcionaba la teoria de
Taylor a orden 1

fla+h) = f(a)+ fla)h, (4.3)

queda ahora directamente justificada.

2) Podemos escribir la formula de aproximacion (4.3) como

fla+h)— f(a) = f(a)h. (4.4)
Obsérvese que
R—R
h—s fla)h (4.5)

es una aplicacion lineal. Por eso a veces se afirma que la derivada en a
nos permite dar una aproximacion al incremento de la funcién, lineal en el
incremento de la variable.
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4. Calculo diferencial 43

3) La aplicacion anterior (4.5) se llama la diferencial de f en a y se denota

por df(a).

4) La funcion g(h) adopta la forma
g(h) = fla+h) = fa) = fla)h.
5) Se tiene

limM=O<:)HmM:O<:>HmM:O. (4.6)
h—0 h—=0 |h| h—0 |h|

<

Utilizaremos la caracterizacion de la derivada de la Proposicion 4.1.1 para extender
la nocién de derivada a funciones de varias variables. En este caso hablaremos de
diferenciabilidad en vez de derivabilidad y de diferencial en vez de derivada.

Definicion 4.1.3 Sean n,m € N, A C R" un abierto,a € Ay f: A— R™.
Diremos que f es diferenciable en a si existen

1) una aplicacion lineal df(a) : R" — R™ |
2) un entorno reducido U de 0 € R",

3) y una funciéon

g:U—R",
con b
m 9 g e rm
h—0 HhH
tales que

fla+h)=f(a)+dfla)h)+g(h)
Ademas, cuando f es diferenciable en a, la aplicacion lineal df(a) es la tnica
verificando lo anterior y recibe el nombre de diferencial de f en a. <

Nota 4.1.4 Con las notaciones de la Definiciéon 4.1.3,

1) Las nociones de diferenciabilidad y diferencial generalizan las de derivabilidad
y derivada respectivamente que se tenian para funciones de una variable.

2) Para h con ||h|| pequena, se tiene la formula de aproximacion
fla+h)~ f(a)+ dfla)h), (4.7)
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44 4.1. Diferenciabilidad

N

3) Podemos escribir la formula de aproximacion (4.7) como

fla+h)— f(a) ~ dfla)h). (4.8)

Asi, podemos afirmar que la diferencial en a permite aproximar el incremento
de la funcién linealmente respecto del incremento de la variable.

4) La funcion g(h) adopta la forma
g(h) = fla+h)— f(a) — df(a)h),

por eso la condiciéon de diferenciabilidad de f en a se puede reducir a
comprobar que existe una aplicacion lineal d f(a) h) tal que

o Ifta+h) — f(a) - dftalh)ll

lim | 0 (4.9)
Esto es debido a que,
5) se tiene
tim I _ o s i L9 (4.10)

h—0 ||hl| h—0 |||

6) Diremos que f es diferenciable en A, si es diferenciable en a para cada a € A.

Proposicion 4.1.5 Sean n,m € N, A C R" un abierto,a € Ay f: A— R"™ .
Se tiene que

N

f diferenciable en @ = f continua en a.

El reciproco de la Proposiciéon 4.1.5 en general no es cierto.

Una consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1.5 es que si f es diferenciable en
A, entonces es continua en A.

4.1.1 Interpretacion geométrica

Definicion 4.1.6 Sean n,m € N, A un abierto de R", a € Ay

f:A—R™
x+— f(x)’
diferenciable en a.
Sea la funcién auxiliar
T:R" — R™

x+— f(a)+dfla)x—a)’
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4. Calculo diferencial 45

1) Llamaremos variedad tangente a graf f en a al grafo de la aplicacion T, es
decir al conjunto de R™*™

graf T = {(z,z) e R" xR" /z=T(x) }.

2) Llamaremos variedad tangente a sop f en f(a) al soporte de la aplicacion T,
es decir al conjunto de R™

sopT = {T(x) e R" /xz € R"}.

3) Sean G C A el lugar geométrico de los puntos que anulan f,
G={xcA/f(x)=0},
y a € (G. Llamaremos variedad tangente a G en a a

{x eR"/T(x)=0}
N

Para los casos representables graficamente presentados en las Secciones 2.2.1 y 2.2.2,
las variedades tangentes son rectas tangentes para las figuras que son curvas y planos
tangentes para las figuras que son superficies, y tienen el significado geométrico
habitual de tangencia.

También para los puntos de las curvas y superficies de los Ejercicios 1.3 y 1.4
dados por igualdades, las variedades tangentes son las rectas y planos tangentes en
el sentido habitual

Cuando en las siguientes secciones veamos expresiones que permiten manejar la
diferencial, podremos describir estas variedades con férmulas concretas.

4.2 La matriz jacobiana

El estudio de la diferenciabilidad utilizando su definicién es, en general, muy dificil.
La primera dificultad surge del hecho de que por el momento ni siquiera conocemos
una expresion de la aplicacion lineal diferencial que debe existir de forma tnica. Lo
primero que debemos hacer es encontrar una expresion que nos permita manejar la
diferencial. Como es una aplicaciéon lineal, bastarad con conocer una expresion para
su matriz asociada.

Definicion 4.2.1 Sean n,m € N, A C R" un abierto,a € Ay f:A—R"
diferenciable en a. Llamaremos matriz jacobiana de f en a a la matriz asociada a
df(a). Denotaremos a esta matriz m x n por Jfla). <
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46 4.3. Derivadas parciales

4.2.1 Calculo de la matriz jacobiana

Supongamos que estamos en las condiciones de la Definicion 4.2.1. Intentaremos
describir Jf(a). Como f es diferenciable en a, tenemos que

o flath) -~ fla)~Jfah _
h—0 |||

Por lo tanto existirdn los limites direccionales en 0 y todos valdran 0 € R™.

En particular, si [es,...,e,] es la base canénica de R", tendremos que para
=12 ...n,
lfm fla+hej) — f(a) — h]fla)e; _ lm fla+hej) — f(a) —h]fla)e; —o
h—0 ||hejl| h—0 |h|
por lo que
. fla+he;)— fla)—h]fla)e; .. (fla+he;)— f(a) B
e h = h ~Ifta)e; ) =0

Pero como ] f(a)e; es constante respecto de h,
lim | fla)e; = ] fla)e;.

y por la aritmética de limites,

pero Jf(a)e; es la columna j-ésima de Jf(a). Luego las columnas de ] f(a) se
pueden obtener calculando n limites en una variable. Cada uno de ellos se puede
obtener calculando los limites de las componentes de las funciones que aparecen,
con lo que ] f(a) (y por tanto ] f(a)) se obtiene calculando nm sencillos limites de
funciones escalares de una variable.

Resumiendo, parai=1,2,...my j=1,2,...n, el elemento i, j de Jf(a) es

Im fila + hej) — fi(a’)'
h—0 h

4.3 Derivadas parciales

Definicién 4.3.1 Sean n,m,j € N con j <n, A CR" un abierto, [eq,...,ey,] la
base canénica de R", a € Ay
f: A— R™
(1, ) — a0 2)

Build 2236 Timestamp 202502091700



4. Calculo diferencial 47

Diremos que f es derivable respecto de la variable z; si existe y es finito el siguiente

limite
- fla+hey) — fla)
h—0 h

A su valor le llamaremos derivada parcial de f respecto de z; en a y la denotaremos
por alguno de los simbolos siguientes

of
a_xj(a)’ foa).

Proposicion 4.3.2 Sean n,m € N, A C R" un abierto,a € Ay f: A—R"™
una funcién. Se tiene que

f es diferenciable en @ = existen todas las derivadas parciales de f en a.

Demostracion:
El resultado se deduce del desarrollo presentado en el apartado 4.2.1. <«

Nota 4.3.3 El reciproco de la Proposiciéon 4.3.2 en general no es cierto. Existen
funciones f derivables respecto de todas sus variables en un cierto punto a y que
sin embargo no son diferenciables en a. Para estas funciones es posible definir su
matriz Jacobiana | f(a), pero no tiene sentido decir que es la matriz asociada a la
diferencial en a si tal diferencial no existe. <

Nota 4.3.4 Las funciones f para las que existen todas sus derivadas parciales en un
punto a, pero que no son diferenciables en a, mencionadas en la Nota 4.3.3, ponen
de manifiesto que la existencia de las derivadas parciales no es la generalizacion de
la derivada en una variable, ya que tales funciones f

1) No tienen por qué ser continuas en a.
2) Si bien se puede construir la expresion que aparece en la Ecuacion (4.7),
f(a) +]f(a)h,
ésta no tiene por qué aproximar el valor de f(a + h).

Repetimos una vez mas que en varias variables es la diferenciabilidad la nocion
que generaliza a la derivada en una variable. <
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Definicion 4.3.5 Sean n € N, A C R" un abierto,a € Ay

f: A— R
(X1, ) — f (21, ... 2p)

Y

una funcion escalar diferenciable en a. Llamaremos gradiente de f en a a la matriz
Jacobiana ] f(a) interpretada como un vector de R". Es decir, su expresion es

Vla) = (5‘—;<a>, ay.. %(a))

N

Definicion 4.3.6 Sean n € N, A C R" un abierto, a € Ay f:A—R"
diferenciable en a. Llamaremos jacobiano de f en a al determinante de la matriz
jacobiana | f(a). <

Proposicion 4.3.7 Sean n,m € N; A C R" un abierto,a € Ay f:A— R™
diferenciable en a, con componentes fi, fo, ..., f. Entonces las componentes de
df(a) son

dfi(a),df{a),...,df.(a).

N

Nota 4.3.8 La Proposicion 4.3.7 tiene las siguientes consecuencias. Sean n,m € N,
A CR" un abierto,a € Ay

I A— R™
(X1, ..y xn) — fay, . 2p)
diferenciable en a, con componentes fi, fo,..., fim.

1) La fila j-ésima de ] f(a) es la matriz fila Jf{a), j =1,2,...,m.
2) Jf(a) es la matriz por filas del sistema de vectores

Vfia),V falal, ...,V fnlal]

3) La expresion general de | f(a) es

dfi ofi 0fi
a—xl(a) 0_@(0') g %(a)
dfs Ofa Ofs
@)= | o ' T @ (4.11)
Ofu . Of of,n
0_:151(&) 8_332(a) T axn(a)
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A veces para denotar a la matriz jacobiana, se emplea lo siguiente

0 O(fi,---s [

4.4 Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

Definicion 4.4.1 Sean n,j,m € N con j <n, A CR" un abierto,a € Ay

f: A— R™
(X1, xp) — fag, .. )
Diremos que f es derivable en A respecto de x; si f es derivable en a respecto de

x; para cada a € A. En este caso tendremos una nueva funcién también definida
en A llamada derivada parcial o simplemente parcial de f dada por

ﬁ A — R™
81']' 8]0
at— a—x](a)

a la que también podremos denotar por ij. N

4.4.1 Derivadas sucesivas
Sean n,j,k,m € Ncon 5,k <n, A CR" un abierto,a € Ay

I A— R™
(1, ..y xp) — a1, 2y)

0
derivable respecto de x; en A. Supongamos que la funcién —f es derivable respecto

de zj, en A. Entonces tendremos una nueva funciéon definida en A a la que llamaremos
derivada parcial (o simplemente parcial) de orden 2 de f respecto de z; y z; dada
por

02 f

A R™
Oxj0xy, —

g (0 '
a— pr. (8_3{;) (a)

También se puede llamar a esta funciéon parcial dos veces de f respecto de z; y .
Otra notaciéon valida para esta funcion sera

ijl‘k °
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50 4.4. Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

Si esta nueva funcion fuese derivable en A respecto de otra variable x,, podriamos
obtener otra nueva funcion siguiendo el mismo procedimiento. Podremos iterar el
proceso siempre que sigamos teniendo derivabilidad en A respecto de alguna variable
en cada paso. De esta forma, Si p € N, siempre que tenga sentido, tendremos

1) Si podemos derivar sucesivamente f respecto de las variables z;,,...,z; , en
A, llamaremos a la funciéon definida en A asi obtenida parcial de orden p de
f respecto de las variables x;,,...,x;, o bien parcial p veces de f respecto
de las variables xj,,...,x; y se denotard por
o f
Oxj, -+~ Oz,
o por
2) La notacion para una misma variable repetida p veces
o f
8SUJ N 81:]- ’
se abreviara como
o f
W.

J

3) Este tipo de abreviatura se podra usar cuando tengamos una misma variable
repetida de manera consecutiva entre otras variables. Por ejemplo

Rf
0x0yOyOydz0xd0xdy’

se escribird como
Bf
0x0y3020220y’

4) Si f tiene por componentes fi, ..., f,, entonces las componentes de
orf
83:]-1 cee al’jp.

Son
(9pf1 apf2 apfm

ale"'al'jpjale"'anpj'”’ale”'axjp‘

Definicion 4.4.2 Sean n,m,p € N, A C R" un abierto,a € Ay f:A— R™ .
Diremos que f es de clase CP en A, denotado por f € CPA si existen todas las
derivadas parciales de f desde orden 1 hasta p y todas son continuas en A. <
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Nota 4.4.3 Con las notaciones de la Definicion 4.4.2, extenderemos la notaciéon
1) f € CYA) significa que f es continua en A.

2) f € C°(A) significa que existen todas las parciales de cualquier orden de f y
todas son continuas en A.

N

Proposicion 4.4.4 Sean n,m € N, p e NU{0,00}, A C R" un abierto,a € Ay
f:A— R™ con componentes fi,..., f,. Entonces

feClA) < f, € CHA), Vje{l,2,...,m}.
<

Teorema 4.4.5 [Teorema de Schwarz|

Seann,m € N,p € NU{oco} conp > 1, A C R" un abierto,a € Ay f:A—R™
con f € CAA). Entonces se puede intercambiar el orden de derivacion en todas las
derivadas de orden 2 hasta p. <

Si tuviéramos, por ejemplo que f € CYA), entonces

Rf B Rf _Of
0x0ydydydz0x0xdy  0xdrdrdydydydydz  0r30y*0dz’

Proposicion 4.4.6 [Condicion suficiente de diferenciabilidad]
Sean n,m € N, A C R" un abiertoy f: A — R™ . Se tiene

f € CY(A) = f es diferenciable en A.
<
Nota 4.4.7
1) El reciproco de la Proposicion 4.4.6 no es cierto en general.
2) La mayor parte de las funciones que manejaremos seran al menos de clase €'

N

Corolario 4.4.8 Sean n,m € N, p € NU {o0}, A C R" un abierto, a € Ay
f:A— R™ con f € CAA). Entonces f es continua en A, o expresado de otra
manera, f € CYA). <

Por tanto, si f € CAA), entonces f € C(A) para cada q < p.

Timestamp 202502091700 Build 2236



52 4.4. Diferenciabilidad y derivabilidad en un abierto

4.4.2 Calculo de derivadas

Sean n,j,m € Ncon 7 <n, A CR" un abierto,a € Ay

f: A— R™
(1, xy) — f(21,. . )

Cuando se puedan utilizar las reglas de derivacién en una variable para la expresion
de f, considerando dicha expresiéon como si fuera una funcion sélo de la variable

. y . Of
x; y tomando el resto como parametros, la expresion resultante serd —— en los

837]'

puntos en los que esté bien definida.

Ejemplo 4.4.9 Consideramos
F(,9,2) = cos(2a + 3y)e™* 4 dy?z.

Tendremos que

a . .

8_f = —2sen(2z + 3y)e™ * + 225 cos(2x + 3y)e™V
x

9,

3_f — —3sen(2z + 3y)e™ F + 2ay2® cos(2 + 3y)e™ F + 8yz,
Y

9,

8_f = 3xy*2” cos(2x + 3y)e”y2z3 + 492
z

OF _ Q(ﬁ) _

Oxdy  Oy\ Ox
— —6cos(2x + 3y)e™*” — dayz®sin(2z + 3y)e™ F +
+ 2y2% cos(2z + 3y)e™*” — 3223 sen(2x + 3y)e™ 4
+ 22°20 cos(2x + 3y)e™

wir = o)

Oyox  Ox\ Oy

= —6cos(2z + 3y)e$92z3 — 3y*2° sen(2x + 3y)e‘”y223+

+ 2y2° cos(2z + 3y)exy223 — 4ayz’ sin(2x + By)exy223—|-

+ 22°2° cos(2x + 3y)e™
o? o0 /0 . .
i (a_f) 6oy cos(20 + 3y)e™™ + 922y cos(2a + 3y)e
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Nota 4.4.10 Con las notaciones anteriores, si f € C*(A), podemos definir la matriz
de funciones

o 0fi . oh
O0xry Oxa oz,
on o | on
Jf =1 01 Ox, Oxy, (4.12)
Ofm  Ofm O fm
0. Bo. " B

Cuando se evalta dicha matriz en cada punto a € A, se tiene exactamente la matriz
jacobiana de f en a € A, con lo cual no hay ambigiiedad con la notacion ] fla).
Podemos proceder de la misma manera para el gradiente en caso de que la

funcion f sea escalar
_(9f 9of of
V= (8m1’ 8x2"”’6xn)

q
Ejemplo 4.4.11 Sea f(z,y) = (ny, Yy + cos, e“y?)). Tendremos que

2

(0 2xy
Jf=| —senx 1
ex—yB _3y26z—y3

y que
1 0
J£(0,1) = 0 1

et —3et
N

4.5 Cambio de variable

Teorema 4.5.1 [Regla de la cadena]

Sean p,n,m € NJ A C R’ y B C R" abiertos, a € A g: A— BCR"
diferenciable en @ y f:B — R™ diferenciable en g(a). Entonces f o g es
diferenciable en a y ademés

J(fog)a)=]f(g(a))]ga)

Por tanto se tiene también que

d(fog)a)=df(g(a)) o dg(a).
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4.5. Cambio de variable

Nota 4.5.2 Adoptaremos las notaciones del Teorema 4.5.1. Supondremos ademas
que g € CY(A) y f € C(B). Denotemos por y = (y1,...,y,) a las variables de g y
por x = (z1,...,x,) las variables de f y tomemos h = fog.

1) Tenemos que

Jh =]f(g(y))]g-

Podemos considerar ademas que

Jh =]f]g,

si una vez efectuado el producto de matrices hacemos & = g(y) en las
expresiones resultantes. Este tultimo sera el criterio que seguiremos si no se
especifica lo contrario.

2) Paracadaj =1,...,m,sean p; la j-ésima proyeccion de R™, f; la componente

N

j-ésima de f y h; la componente j-ésima de h. Se tiene que

hj=pjoh=pjo(fog)=(pjof)og=fjog,

lo que nos permite afirmar que la componente j-ésima de f o g se obtiene
componiendo g con la componente j-ésima de f. Por lo tanto, en lo que sigue
vamos a considerar que m = 1, es decir que f = f es una funciéon escalar, por
lo que h = h también sera escalar.

Debido a la relacion aqui descrita y a que las derivadas parciales pueden ser cal-
culadas por componentes, todas las formulas que obtendremos a continuacion
para m = 1, seran formalmente iguales para m > 1.

Asumamos ahora todas las notaciones, convenios y consideraciones de la Nota 4.5.2.
Ademés escribiremos g = (g1, ..., gn) en términos de sus componentes. Desarro-
llando la igualdad

se tiene

(

Jh=]f]g,
dy1 Oyo oYy
ag? ag? 892
o onony_(of of | ory|gE G2 .. 2
dyr  Oys Yy Ox,  Oxy oz, ‘ e .
dy1 Oyo Yy
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Haciendo el producto de matrices e igualando componente a componente, la anterior
igualdad matricial es equivalente a

(Oh _ 0f 09 Of 092 . OF Ogn
oy Ox1 0y1  Oxg Oy Oz, Oy
oh _0f o9 9w 0l Da
Oys  0x10y2  O0x2 0y2 Oz, Oya |, (4.13)
Oh _ Of 091 Of 09> . Of On
( Oy, O0x10y, O30y, 0z, 0y,

que son las féormulas con las que normalmente se aplica la regla de la cadena.
Podrian obtenerse féormulas para las derivadas de orden superior a partir de éstas,
pero en general son inmanejables, por lo que se prefiere en la practica ir aplicando
sucesivamente estas formulas de orden uno a cada caso concreto.

Un caso particular de gran importancia en el que se aplican estas formulas es el
del cambio de variable. Se tiene entonces n = p y se entiende que la expresion

x=g(y), (4.14)

denota el cambio de variables de @ = (x1,...,2,) ay = (y1,...,y,) y la funcion
h(y) = f(g(y)) es la que resulta de hacer dicho cambio a f(zx). Cuando se manejan
cambios de variable, es habitual denotar las componentes de g por (zy,...,z,) en
vez de por (g1, ..., gn). Con estas notaciones, y desarrollando la formula del cambio
(4.14), tendriamos

1 =21 (Y1, -+, Yn)

Tn = xn(:gla SRR 7yn)

Esto puede parecer confuso, pues cada simbolo z; se utiliza para denotar dos cosas
distintas. Sin embargo es muy ttil, pues permite interpretar cada antigua variable
x; como algo que a su vez depende de las nuevas variables (y1,...,y,) vy sobre
todo, porque permite escribir las férmulas de cambio de variable para las derivadas
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56 4.5. Cambio de variable

parciales que se siguen de (4.13) de una manera muy sencilla de recordar y utilizar

'%_8f8x1+8f8:c2 Of Oz,

oy Oy Oy 0y Oy Oz, Oy

oh  Of Ox1  Of Oz af Ox,

Oys Oz Oyy | Oxa Oyy | Own Oys | (4.16)
oh  Of 8x1+8f 0s ﬁ@xn
Dy, Ox1 0y, Oxody, 0z, Oy,

No existe ninguna ambigiiedad en estas férmulas. En ellas se sabe perfectamente
cuando cada x; debe ser interpretada como una variable y cuando como una funcién
que depende de y.

Finalmente, se suele realizar una simplificacién mas. Si f representa a la funcion
en las variables antiguas, h representa a la misma funciéon en las variables nuevas.
Obviamente las expresiones de f y h no tienen por qué coincidir, pero de alguna
manera representan al mismo objeto visto desde dos perspectivas diferentes. Por
eso a menudo se identifica h = f, y las férmulas (4.16) se escriben entonces como

'ﬁ_@f@xl_i_@f@xg ﬁ@xn
Oyr  Ox10yr  Oze Oy Oxyn Oy
ﬁ_@f@x1+8f8x2 Of Oxy

{ Oys 0wy Oys  Oxo O oxr, Oy | (4.17)
af of 8x1+ of 0xo af ox,

Oy, Oz 0y, Oxy 0y, ox, Oy,

Tampoco hay ninguna duda en cuéles son las partes de la férmula en las que f
debe ser interpretada en unas variables y cuéles son aquéllas en las que debe ser
interpretada como una funcién en las otras.

Las consideraciones que se hicieron para las derivadas de orden superior después
de presentar las formulas 4.13, siguen siendo validas aqui.

Otra ventaja de esta ultima formulaciéon es que si el cambio de variable es
inversible, es decir, si las variables y se pueden despejar en funciéon de las variables
w?

y1 =y, ... )
Y2 = Yo(T1, ..., xp)

Yn = yn(l'la ce 7$n)
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entonces las expresiones del cambio de variable para las derivadas parciales son
completamente simétricas,

(Of _0f 0y Of Oyo . Of Oum
Ory Oy O0xrp  Oyp Oxq 0y, 011
of _0foy  0f 0y . Of Oy

{ Oxg Oy Oxg  Oyo Oxo Oy, 0T
Of _0f 9yn | Of Oys 9f Oyn

Por supuesto, las férmulas de cambio de variable siguen siendo vélidas para funciones
vectoriales.

Ejemplo 4.5.3 Realizar el cambio de variables polares centradas en (0, 0)

x = pcosb
y = psenf

con p € (0,00) y 6 € [0,27), al sistema de ecuaciones en derivadas parciales

of _of
Yor dy
of | Of _ 5
I@x—'—y@y_x tY

Las formulas de cambio de variable para las derivadas parciales son en este caso

ﬁ_@f@_x+3f@_gcose+a_fsen9

8p_(9_a:(9p 8_y8p_8x dy
of of |

of ofox ofox  of of
90 0100 " ayas ~ aglSnlt g, reest

y despejando obtenemos

af_a_fcose_gserﬂ

%_Gp 20 p
of of 9 gcose

a—y—apsen +89 ’
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58 4.6. Extremos absolutos

y sustituyendo en las ecuaciones donde debemos hacer el cambio

8_fsen9 — pcosf 8—fsen0+g0089
a0 p P ap a0 p

af _8fsen9 ) of Of cost 9
pcos@(apcosg 90 » )—i—psm@(apsenQ—l—ae p p

y simplificando, se obtiene

psinQ(gcose— 1
dp

of _
96

of _
8p7p

—1

4.6 Extremos absolutos

Veremos como calcular extremos absolutos (ver 2.5) para ciertas funciones escalares
de varias variables. Sea n € N

Definicion 4.6.1 Sean n € R" y A C R". Diremos que A admite un descomposi-
cion admisible si puede expresarse como

A=A U---UA,,

donde cada conjunto A; # () y se puede describir con desigualdades estrictas y/o
igualdades. <

Algoritmo 4.6.2 En lo que sigue supondremos que n € N, K C A C R" con A
abierto y K compacto que admite una descomposicion admisibley que f: A — R
es una funcion de clase @* en A. Para calcular los extremos absolutos de f en K,
se puede seguir el siguiente procedimiento.

1) Realizamos una descomposicion admisible para K,

K=K/ U---UKj,.

2) Construir un subconjunto P C R" de la siguiente forma. Para cada j =
1,2...,s

2.1) Si en la definicion de K solo aparecen desigualdades estrictas, entonces
anadir a P las soluciones de

of
8($1,...,a:n)

que cumplan las desigualdades que aparezcan en la definicion de K;

=0,
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2.2) Sien la definicion de K; aparecen igualdades, despejar hasta convertirlas
todas en igualdades a 0. Supongamos que quedan

¢1($) = 0, Ce ,¢r(.’13) = 0
Construir la funcién auxiliar
F(xb ey Ip, Oy .. 7047") = f(CC) + 041¢1(:B) + -+ ar¢r(w)>

Resolver el sistema de ecuaciones

OF

O(T1, .y Ty Qg ey )

=0,

y para cada solucion, tomar sélo la parte que corresponde a las variables
(x1,...,2,). Siesta parte cumple las desigualdades estrictas que pudieran
aparecer en la definicién de K, anadirla a P.

3) Sea
V=f(P)={f(a)/ac P}

4) Obtener m =minV y M = max V.
5) Los minimos absolutos buscados son

{a € P/ f(a) =m}.
6) Los maximos absolutos buscados son

{a€eP/fla)=M}.
<

Nota 4.6.3

1) Si se aniaden a P puntos adicionales de K, el algoritmo sigue proporcionando
el resultado correcto. En particular si algin K; se reduce a una cantidad
finita de puntos, se anadiran sin mas a P.

2) En los problemas que manejaremos, P sera casi siempre un conjunto finito. En
caso de no serlo, presentara propiedades que permitan completar el algoritmo.
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4.6. Extremos absolutos

Ejemplo 4.6.4 Calcularemos los extremos absolutos de la funcion

fle,y,2) =0 +y+ 2,

en el conjunto compacto

K={(z,y,2) €ER¥/a? +9y* —2:2 <6, 0< 2 <2}

1) Obtengamos una descomposicion admisible de K. Examinemos las condiciones
que definen K:

24y —222 <6
2y -2 =6

{z>0
0<z—
z=0

z < 2
z2<2—
z=2

x2+y2—222§6—>{

Se trata de tomar todas las posibles combinaciones de < e =, tomando siempre
exactamente una de cada uno de los tres grupos anteriores. Tendriamos asi
los siguientes conjuntos

1.1)

1.2)

1.3)

1.4)

1.5)

1.6)

1.7)

{(z,y,2) €ER* Ja* +9* —22° <6, 2 >0, z < 2}. Este conjunto no es
vacio, asi que serd K7 en nuestra descomposicion

{(z,y,2) € R* /a? +9* — 22> <6, 2 >0, z =2}, es un conjunto no
vacio, pero la condicién z > 0 es redundante y la podemos suprimir, por
lo que Ky = {(z,y,2) € R® /2 +y* — 227 < 6, z =2}

{(z,y,2) €ER¥/2® +9y* —22* < 6, 2 =0, z < 2}, es no vacio y podemos
suprimir la condicion z < 2.

Ast K3 = {(z,y,2) € R?® J2* + y* — 22° < 6, 2 = 0}.

{(z,y,2) € R®/2® +4* =22 =6, 2 > 0, z < 2}, es no vacio y le
llamaremos K4

{(z,y,2) €ER*/a® +9* — 22> <6, 2 =0, 2 = 2}. Las condiciones z = 0
y z = 2 son contradictorias, por lo que este conjunto es vacio, asi que
no forma parte de nuestra descomposicion.

{(z,y,2) € R*/a* +9y* — 22> = 6, 2 > 0, z = 2}, se puede escribir
como K5 = {(z,y,2) ER* Ja? +¢y* — 222 =6, 2 = 2}

{(z,y,2) € R® J2® +9y* — 22> =6, 2 = 0, z < 2}. A partir de aqui,
tomarfamos Kg = {(z,y,2) € R* /2® +9* — 22> =6, 2 =0}

Build 2236 Timestamp 202502091700



4. Calculo diferencial 61
1.8) {(z,y,2) e R®/2” +y* =22 =6, 2 =0, 2 =2} = por lo que lo
desechamos.

2) Construccion del conjunto P. Procedamos con cada uno de los conjuntos
K17 K27 K37 K47 K57 K6-

2.1) Ky = {(z,y,2) € R*/2® + y* — 222 < 6, 2 > 0, 2 < 2}. Para este
conjunto debemos resolver el sistema

raf_

Y=
ox 0,
aof
Y=
oy 0,
of

— =1=

\ 0z 0,

y tomar aquellas que verifiquen las desigualdades que definen K7, pero
obviamente el sistema no tiene soluciones, por lo que este caso no aporta
nada al conjunto P.

2.2) Ky ={(z,y,2) € R®/2® +9* — 22” < 6, 2 = 2}. Convertimos z = 2 en
z — 2 =0y construimos la funcién auxiliar

F(z,y,z,a) = f(z,y,2) +ta(z—2)=z+y+z+a(z —2).

Tenemos que resolver el sistema

S =1=0
Z—Z:1+a20,
Z_ZZZ_ZZO’

y tendriamos que quedarnos con la parte en z,y, z de las soluciones que
ademas verificasen 22 4 y* — 22* < 6, pero el sistema no tiene ninguna
solucion.

2.3) K3 ={(z,9,2) € R*/2®+y* —22* < 6, z = 0}. Construimos la funcién
auxiliar

F(xayaza@)Zf(ff,y,z)-l—Oész—i—y—FZvLaz.
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4.6. Extremos absolutos

Tenemos que resolver el sistema

(2 —1-0
5 =1=0
%—Z—ljta—o,
kg—izzzo,

que no tiene ninguna solucion.

2.4) Ky = {(z,y,2) € R*/J2® +y* — 22> =6, 2z > 0, 2z < 2}. Convertimos

22+ 9> — 222 =6en 2® +y* — 222 — 6 = 0 y construimos la funcién
auxiliar

F(r,y,z,a) =1 +y+z+al@® +y* — 222 - 6).

Tenemos que resolver el sistema

(OF

8—21—1—2043320,

ox

oF

— =1+ 2ay =0,

]9

oF

521—406220,

oF 2 2 _
k%—x +y —=22"—-6=0,

cuyas Unicas soluciones son (z,y, z, ) = (2,2, —1,-1/4) y (x,y, z,a) =
(—2,—2,1,1/4). Por tanto las soluciones en (z,y,z) son (2,2,—1) y
(—2,—2,1), de las cuales la tnica que verifica z > 0y z < 2 es (=2, -2, 1),
punto que anadimos al conjunto P.

2.5) K5 ={(z,y,2) €ER*/2® +4* — 22> =6, 2 = 2}.

Convertimos ? +4*> — 22 =6 en 2?4+ 1y* =2 —-6=0y 2 =2 en
z — 2 = 0. Construimos la funcién auxiliar

F(z,y,z,a,8) =z +y+ 2+ a(z® +y* — 22° — 6) + B(z — 2),
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y resolvemos el sistema

(OF
%ZI—FZOKI:O,
oF
— =142ay =0
ay + 2ay ;
oF
— =1—-4az+ =0,
0z
oF
— =2+ -2 -6=0,
Oa
oF
— =2z-2=0

(98—~ !

cuyas Unicas soluciones en (x,y, z) son <ﬁ, V7, 2) y <—\/7, —V7, 2>,
que debemos anadir a P porque no tenemos desigualdades estrictas
adicionales que se deban verificar.

2.6) K¢={(z,y,2) €eR®/2® +9* — 22> =6, 2 =0}.
Convertimos 2% + y* — 22° = 6 en 2> + y*> — 22> — 6 = 0. Construimos la
funcion auxiliar

F(z,y,z,a,5) :x+y+z+0z(9§2+y2—222—6)+,Bz,

y resolvemos el sistema

(OF
%:1+2061’:0,
oF
— =14+2ay =0
ay + 20y ,

F
a—zl—4a2+ﬂ:0,
0z

oF

— =2ty -2 -6=0,
oo

oF

_— = :0

log "

cuyas Unicas soluciones en (x,y, z) son (\/g, V3, O) y <—\/§, —V/3, 0),
que debemos anadir a P porque no tenemos desigualdades estrictas
adicionales que se deban verificar.
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64 4.7. Teoria de Taylor

Asi tenemos que el conjunto P es
{(c2.—2,1), (ViV72)  (~V7.—vA.2) . (V3.v3.0) . (~v3.~v3.0)}

3) Calculemos V'

f(=2,-2,1) = =3,
FVTVT,2) =24 2V7,
F(=VT,—VT7,2) =2 - 2V7,
f(V/3,V/3,0) = 2V/3,
F(—=V3,—/3,0) = —2/3,

de donde
V= {—3,2 V7.2 — 2V7. 23, —2@} .

4) Asim=—2V3y M =2+2V7.

5) So6lo hay un minimo absoluto, que es (—\/g, —/3, O).

6) Solo hay un maximo absoluto, que es <\/7 T, 2).

4.7 Teoria de Taylor
4.7.1 Diferenciales de orden superior
Definicion 4.7.1 Sean n,m,k € N, A CR" un abiertoa € Ay

f:A—R"™
z— f(z)’

de clase €% en A. Llamaremos diferencial de orden k de f en a a la aplicacion
d*fla) : R* — R™
h'ﬁii"'zak—f(a)hi by
Ox;, - - 0x;, ! r

n
- - - %
i1 12 ik
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Proposiciéon 4.7.2 Sean n,m,k € N, A C R" un abierto a € Ay f € €¥A) con
componentes fi, ..., fm. Las componentes de d* fla) son

d"fi(a),d" f{a),...,d" f.(a)
<q
Nota 4.7.3
1) Por convenio d°f(a)h) = f(a), Vh € R"

2) d'f(a) = df(a).
3) Debido a la Proposicion 4.7.2; en lo que sigue solo trataremos el caso escalar.

4) La formula de la diferencial de orden k no es 1til para calcularla en la practica,
asi que desarrollaremos un algoritmo mas sencillo para su obtencién.

N

Algoritmo 4.7.4 Supongamos que estamos en las condiciones de la Definicion 4.7.1
con m = 1. Para obtener d* f(a)h), realizaremos las siguientes operaciones:

1) Construir la funcion auxiliar g(t) = f(a + th).
2) Se tiene que d* fla)h) = ¢*(0).
3) Habitualmente se agrupa en potencias de
hi,..., hy,
aunque esto no sea estrictamente necesario.

<

Ejemplo 4.7.5 Para la funcion f(z,y) = 2 + 3> + zy?, calcular d' f(1,2)(h, k),
a’f(1,2)(h, k) y d*f(1,2)(h, k).

Primero construimos
g(t) = f((1,2) 4+t (h, k) = fF(1+th,2+tk) = (14+th)3+ (24 tk)* + (1+th) (2 +tk)?

1) Aunque d'f(1,2)h, k) es la diferencial y es muy sencillo calcularla directa-
mente, utilizaremos el algoritmo para ver que funciona correctamente en este
€aso.

g(t) = 3h(1 + th)* + 2k(2 + th) + h(2 + tk)* + 2k(1 + th)(2 + tk)
=h (3(1 +th)® + (2 + tk)?) + 2k(2 + tk)(2 + th),

por lo que

(4.18)

d' f(1,2)h, k) = ¢(0) = Th + 8k.
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2) A partir de la expresion (4.18), calculamos
g(t) = h (6h(1 + th) + 2k(2 + tk)) + 2k (k(2 4+ th) + h(2 + tk))
= 6h*(1 + th) + 4hk(2 + tk) + 2K*(2 + th)
de donde

(4.19)

d*f(1,2)(h, k) = ¢'(0) = 6h* + 8hk + 4k*
3) A partir de la expresion (4.19), calculamos
g"(t) = 6h* + 4hk® + 2hk* = 6h® + 6hk>

de donde
d® f(1,2)h, k) = ¢"(0) = 6h> + 6hk>

4.7.2 El polinomio de Taylor
Definicion 4.7.6 Sean n,k € N; A C R" un abiertoa € Ay
fiA— R,

de clase €**! en A. Llamaremos polinomio de Taylor de orden k de f en a a la
expresion

dflafe—a) , Eflafe—a),  dfafz—a)

Pk:,a(m> = f(a’) + 1! 21 k!

N

Teorema 4.7.7 [Teorema de Taylor]

Sean n,k € N, A C R" un abiertoa € Ay
f:A— R,

CFl en A. Sea x € A tal que

la, x| ={aa+ (1 —a)r e R" /a € [0,1]} C A.

de clase

Entonces existe 6 € [a, ] tal que

d*"' f(O)x — a)
(k + 1)

f(x) = Pra(®) +

Llamaremos a la expresion

a"' f(0)x — a)
Rial®) = CES

el resto de Taylor de orden k de f en a. <
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Propiedades 4.7.8 Con las notaciones de la Definicion 4.7.6 y del Teorema 4.7.7:
1) Pya(x) es un polinomio de grado menor o igual que k.
2) Hay que dejar Py () agrupado en potencias de
T1— a1, To— g, .., Ty — Uy.

3) Si f es un polinomio de grado r, entonces su polinomio de Taylor de orden
k > r en a coincide con el propio polinomio f pero agrupado en potencias de

ry —ay, Tg —ag, ..., Tp — Ap.

4) Py o(x) es una aproximacion a f(x) para cada x cerca de a:
f(x) = Pyo(x).
5) Se tiene que
f(®) = Pra(®) = Bia().

Por lo tanto el resto de Taylor mide la bondad de la aproximacion, pero es
desconocido, pues @ no se conoce exactamente.

N

Ejemplo 4.7.9 Sea f(x,y) = €®seny. Calcular el polinomio de Taylor y el resto
de orden 2 de f en (0,0).
Tenemos que

d’ f(0,0)(x, y) N a’ f(0,n)x,y)
91 3] ‘

flx,y) = f(0,0) + df0,0) + (4.20)

Una posible estrategia podria ser
d' fla,b)h, k), i =1,2,3,
y luego sustituir en los puntos correspondientes para aplicar la formula (4.20). Sea
g(t) = f((a,b) +t(h,k)) = e sen(b + tk).
Derivando

g(t) = "™ (hsen(b + th) + k cos(b + tk))
g(t) = e ((h* — k*) sen(b + tk) + 2hk cos(b + tk))
g"(t) = e*™" ((h* — 3hk?)sen(b + tk) + (3h°k — k*) cos(b + tk))
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68 4.7. Teoria de Taylor

de donde
d' f(a,b)(h, k) = ¢(0) = e* (hsenb + kcosb)
d’f(a,b)(h, k) = ¢g"(0) = e* ((h* — k?) senb + 2hk cosb) ,
d’fla,b)(h, k) = g"(0) = e* ((h* — 3hk?) senb + (3h*k — k*) cosb) ,

por lo que
d' f(0,0)z,y) = v,
d’ f(0,0)x, y) = 2=y,
a’f(0,n)z,y) = €’ ((z* — 3xy®) senn + (32%y — y°) cos n)

= 23¢’ senn + 3z%ye’ cosn — 3xye’ senn — yPe’ cosn,

y la formula de Taylor con resto queda

0 0 0 0
e senn €7 cosn e senn €” Ccosmn
1’3 + —1'23/ — 2 —

f(x) =y +ay+

4.7.2.1 Calculo del polinomio de Taylor

Si s6lo tuviéramos que calcular el polinomio de Taylor, sin el resto, podriamos
seguir una estrategia similar a la del Ejemplo 4.7.9.

Ejemplo 4.7.10 Calculemos el polinomio de Taylor de orden 3 en (1,2) de la
funcion f(x,y) = 2* + y* + 2y®. Harfamos los mismos calculos del Ejemplo 4.7.5,
de donde resultaba

d' f(1,2)h, k) = Th + 8k,
d?f(1,2)h, k) = 6h* + 8hk + 4k*,
d’f(1,2)(h, k) = 6h> + 6hE?,
por lo que
d' f(1,2(z — 1,y —2) = T(x — 1)+ 8(y — 2),
d?f(1,2(z — 1,y —2) = 6(x — 1)2 +8(x — 1)
)

(y —2) +4(y — 2)%,
d*f(1,2) r — 1,y —2) =6(x — 1)> +6(x — 1)(y — 2)*

(y —2)%,

formulas que se pueden sustituir directamente en la del polinomio de Taylor,
obteniéndose que dicho polinomio seré

9+7(x—1)+8(y—2)+3(x—1)2+4(x—1)(y—2)+2(y—2)>+ (z—1)* +(z—1) (y—2)2.

N
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Sin embargo, para estos casos en los que s6lo haya que calcular el polinomio de
Taylor, es conveniente formular un algoritmo mejorado, en una de cuyas fases se
podran utilizar todas las técnicas que teniamos para el calculo de polinomios de
Taylor en una variable.

Algoritmo 4.7.11 Supongamos que estamos en las condiciones de la Defini-
cién 4.7.6. Para obtener Py o(x), realizaremos las siguientes operaciones:

N

1)

2)

3)

4)

Construir la funcion auxiliar g(t) = f(a + th).

Construir el polinomio de Taylor de orden k de g en 0, al que denotaremos
por Q(t). En esta fase se pueden utilizar todas las técnicas para el calculo
de polinomios de Taylor en una variable, ya que ¢ es la Gnica variable. Los
simbolos h;, © = 1,...,n en esta fase se consideran pardmetros.

Sea P(h) = Q(1). Agrupar P(h) en potencias de hy, ..., hy,.

El polinomio P(x — a) es el polinomio de Taylor buscado.

Ejemplo 4.7.12

1
2 —y

f(z,y)

Vamos a calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de f en (1,1).

1)

2)

Construimos la funcién auxiliar

1 1

90 = JL D) R = oo Tt~ T (k— 2t

Para construir el polinomio de Taylor de g(¢) en t = 0, tengamos en cuenta
que el polinomio de Taylor de orden 4 de

1—s’
es
1+s+ 52+ 85+ s,

por lo que, aplicando propiedades de los polinomios de Taylor en una variable,
tendremos que el polinomio de Taylor de orden 4 de g en 0 es

Q(t) =1+ (k — 2h)t + (k — 2h)*t* 4 (k — 2h)3t3 + (k — 2n)"t".
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3) Sea

P(h,k) = Q(1) =1+ (k —2h) + (k — 2h)* + (k — 2h)* + (k — 2h)*
=1—2h+k+4h® — 4hk + k*> — 8h® + 12h°k — 6hK® + k3
+ 16h* — 32h3k + 24h%Kk? — 8hk® + k*

4) El polinomio buscado es

Pz—1ly—1)=1-2z—1)+@y—-1)+4x—-1)?—4(x—1)(y—1)
+(y—1)2* =8z — 1) +12(x —1)*(y — 1)
—6(x —1)(y — 1)*+ (y — 1)* + 16(z — 1)*
—32(x — 1%y — 1) +24(x — 1)*(y — 1)?
—8(x -1y -1+ (y—1)"

4.8 Ejercicios
Ejercicio 4.1 Calcular las derivadas parciales de
f(z,y,2) = x*sen(y + 22),

en (3,m,0).

a) Utilizando la definicion.

b) Utilizando las reglas automaticas de derivacion y evaluando.
Ejercicio 4.2 Calcular la expresion de todas las derivadas parciales de

f(x,y,2) = " sen(zy) + za’y,

hasta orden 3, si es posible y especificar el dominio de cada funcién obtenida.

Ejercicio 4.3 En los siguientes casos, calcular Jf y decir donde es valida su
expresion. Calcular J f(a). En los casos en los que tenga sentido, calcular el jacobiano
de f en a. También cuando tenga sentido, calcular Vf y V f(a).

a) f(z,y,2) = (2*sen(y + 22),ye"), a = (3,,0).
b) f(z,y) = ("seny,ye®), a = (3,7).
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) f(z,y) =y’ + e’ arctgz, a = (1,0).

d) f(z,y,2) = eV sen(zy) + 222y, a = (1/2,1/2,1).
e) f(z,y) =log(z+y), a=(11).

£) flz,y) =2° + 2 + 292 a = (1,2).

g) f(z,y,2) = (¢, sen(z +y),e*), a = (0,0,0).

sen(z?+y?)
h) f(z,y) =y +2° + tg(xy) + / et dt, a = (0,0).
0

i) f(zr,y,2) = (953 + 3zy® — 152 — 12y, (o + zQ)ef”(yQJrZ?*l)), a=(0,1,1).

j) f(z,y,2) = (zlogz + ylogy + zlog z,log x + logy + 3log z,2° + y* + 2°),
a= (6,1/6,62)

Ejercicio 4.4 Para cada funciéon f estudiar su continuidad, diferenciabilidad y la
existencia y continuidad de sus derivadas parciales en los lugares indicados.

2

D floy) = d T S @9 A 00

0, si (z,y) = (0,0)
n (0,0).

b) f(z,y,2) =ye™ + z, en R®.

3,,4
c) flz,y) = a;f—j_/yz si (z,y) # (0,0)

0, sl (z, y) — (O, O)
en (0,0)
(a: _'_y )Sen , si (x’y)#(()’())
d) f(l', y) = 2 2 7
. si (z,y) = (0,0)
en (0,0)
z? — 12 .
&) fay) = Vg S @V F 00
0 si (z,y) = (0,0)
n (0,0). En este caso, calcular ademés, si es posible
82f 82]('
92050 O gy0200)
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en (0,0)
h) F(o.y) = 4 (€7 sen(e —y),a"sen(/))
’ (e¥, —seny,0),
en (0,0).
. ) (cos(yz),xyz,1/z), siz#0
i) f(x’y’Z)_{(l,O,O), ST
en (0,0,0).
(zy)*? ,
J) flzy) = {W st (z,y) # (0,0)’
0, si (z,y) = (0,0)

en R?, donde o € R.

1
(x +y)" sen :
k) flzy) = { el
0,
en (0,0), donde n € N.
1
(2% + y*) sen 7
D) f(x,y) = [(z, y)l|
0,
Ty sen s (
m) f(z,y) 2+ 2
2
- |y| ) S1 Yy > —x
[[(,y)||
n) f(z,9) Y sen L 7
2 I[(z, y)]|
0,
Build 2236
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six #0

: )
siz=0

S1 \T,Y :(0,0)
si (z,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

(0,0)
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en (0,0).
o) f(z,y) = /|zy| en (0,0).
sen?(z +7) _
p) flz,y)=4 x+y Slf“ry#o,
0, sizx+y=0
en (0,0).
O Flay) — dmoa S @0 #00)
0, si (z,y) = (0,0)
en (0,0).

Ejercicio 4.5 Sean n,m € N, A un abierto de R", a ¢ R", f: A — R™ una
funcion y u € R" con u # 0. Diremos que f es derivable en a respecto del vector
u si existe y es finito el siguiente limite

o Flacthu) — f(a)

h—0 h

A su valor le llamaremos derivada de f en a respecto de u y la denotaremos por
alguno de los simbolos siguientes

of
Sda). 1.a)

Si ademas ||u|| = 1, entonces llamaremos a lo anterior derivada direccional de f
en a respecto de u.

a) Probar que si f es diferenciable en a, entonces

of
“a) = fla)u.

b) Sean

x? seny + y2 senx

flz,y) = r? + 12
0, si (v,y) = (0,0)

of
= = (1,2). Calcular ——(a).
a = (0,0), u = (1,2). Calcular 6u(a)

c) Para f(z,y,z) = (2”sen(y + 22),ye"), calcular la derivada de f respecto del
vector (1,2, —1) en (3,7,0).
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Ejercicio 4.6 Escribir, si es posible, la ecuacion de la recta tangente a la figuras
siguientes en los puntos indicados.

a) {(z,y) € R*/2x+4 3y =0}, en (3,-2).
b) {(z,y) € R*/22* 4 3y> =1}, en (1/\@,0) y en (1/3, \/7/(3\@))
c) {(:B,y) € R?/22% — 3y* = 1}, en (1/\/5,0) y en <1,1/\/§>.

d) {(x,y) €R?*/22% — 3y* = 0}, en (\/g, \/5) y en (0,0).
e) {(z,y) €eR*/y—22" =0}, en (0,0) y en (1,2).
( .

f) {(z,y) €eR*/y*+ 32 =0}, en (0,0) y en (—3,3)
g) {(z,y) eR*/(z+1)*+ (y—1)>=9},en (2,1),en (O,l—ir\/g)yen (—1,4).
h) {(z,y) e R* /2 +y* —4(z +y) = —4}, en (2—\/5,1) y en (0,2).

i) {(z,y) e R* /42 +y* — 8z — 4y = —4}, en (0,2) y en (1,0).

i) {(z,y) eR*/x+2=4y"}, en (—2,0) y en (2, —1).

Ejercicio 4.7 Escribir, si es posible, la ecuacion del plano tangente a la figuras
siguientes en los puntos indicados.

a) {(z,y,2) eR*/2x+y—2z=1},en (1,—1,0).

b) {(z,y,2) €R’/z=2>+2y*}, en (1,2,9) y en (0,0,0).
c) {(x,y, 2) ERY /o + 22 = 16}, en (0,4,0) y en (2,2,2\/5).

d) {(z,y,2) €R¥/(x—1)2+2(y — 1)> +4(z — 2)> =16}, en (3, 1+ /6, 2)
yen (1,1,4).

e) {(:E,y,z) ER? /2 +9F — 22 = 1}, en <1/\/§, 1/\/§,O> y en <\/§7\/§,2>,
f) {(x,y,z) ER? /2?47 = 16}, en <3, ﬁ,O) y en <3, ﬁ,3>.
g) {(z,9,2) ER®/2? +12 — 2> =0}, en (1/@, 1/V2, 1) v en (0,0,0).
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h) {(x,y,z) ER/a? -y — 2= 0}, en (1,1,0), en (2,1,3) y en (0,0,0).

i) {(z,y,2) eR*/2* —2® —y®> =1}, en (1,0,0), en (—1,0,0) y en (2,2, 3).
Ejercicio 4.8 Sean

flz,y,2) = (Sen(xy + 2), (1 + SEQ)yZ) ;

g(u,v) = (u+e’v+e).
a) Probar que f es diferenciable en (1,—1,1) y calcular Jf(1,—1,1).

b) Probar que g es diferenciable en (0,1/2) y calcular Jg(0,1/2).
c) Calcular J(go f)(1,—1,1).
Ejercicio 4.9 Sea g(z,y) la funcién obtenida al aplicar el cambio de variable

(u,v) = (z +y, %),

2

a f(u,v). Calcular J (1,1) sabiendo que

0xdy
of 0 f 0 f 0 f B
2D =552 1) =252 1) = 5 =(2,1) = 1.
Se supone que f es de clase C2.
Ejercicio 4.10 Transformar
8z n 50z _ 2
o v dy ’

haciendo el cambio de variables independientes

1
U=z, v=———
y
y el cambio de variable dependiente
1 1
w=—-——.
z x
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Ejercicio 4.11 Transformar

O _

— =a
ot? ozx?’
con a # 0 haciendo el cambio de variables independientes

a=x—at, f=ux+ at.

Ejercicio 4.12 Transformar
0% f *f  of Of
2 2
_ 7 7 —J A 0
ey Ty Oy? +x8x y@y ’
haciendo el cambio de variables independientes

x:6u>y:61}7

conz >0,y >0.

Ejercicio 4.13 Transformar
0? 0?
$2_f + yQ_f = Oa
0x? Oy?
haciendo el cambio de variables independientes

x
u=—, v=u2ry.
Y

Ejercicio 4.14 El beneficio anual de una empresa es
B(z,y) = 6 — 62 -y,

con x,y € R parametros econémicos que verifican 2® + y> = 1. Determinar los
valores de z,y para que el beneficio sea maximo.

Ejercicio 4.15 Un alambre de longitud L se corta en dos trozos de longitudes a
y b. Con un trozo se hace una cuadrado y con el otro una circunferencia. ;Cémo ha
de cortarse el alambre para que la suma de las areas de las dos figuras sea maxima?
.Y para que sea minima?

Ejercicio 4.16 La cilindrada de un motor de explosién es nwa?y/4, siendo n el
numero de cilindros, x el didmetro e y la carrera. Se quiere desarrollar una nueva
familia de motores de 6 cilindros y 2430 cm?®, cuyo par motor méximo viene dado

por
myr?(z —1)
1620 ) '
Por razones constructivas, los cilindros deberan tener un diametro mayor o igual
que 27 y una carrera mayor o igual que 1807 2. Determinar el valor del didmetro
para que el motor proporcione un par maximo lo més elevado posible.

23 + cos (
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Ejercicio 4.17 Hallar la longitud de los lados del triangulo isésceles de perimetro
1 que tiene area maxima.

Ejercicio 4.18 Calcular los extremos absolutos de f(z,y,2) = 2*+ 3>+ 2> —2z—1
en el conjunto
{(z,y,2) ER® J4a® + > <4, 0< 2 <2}

Ejercicio 4.19 Calcular los extremos absolutos de f(z,y) = z(y + 1) en el
conjunto
{(z,y) eR? /2 +y* < 1}

Ejercicio 4.20 Calcular los extremos absolutos de f(z,v,2) = 222 + y* 4+ 2> — 2y
en el conjunto
{(z,y,2) € R® /42 + 2¢* + 2> < 8}

Ejercicio 4.21 Calcular los extremos absolutos de

1

f(z,y) :_W

en el conjunto
{(z,y) €R?/(z =5 +y* =1}

Ejercicio 4.22 Una placa cuya forma viene dada por los puntos (z,y) tales que
22 +y? < 1 presenta en cada punto una distribuciéon de temperaturas dada por
t(z,y) = 2* + 2y* — . Ver cuéles son lo puntos més calientes o frios de la placa y
obtener la temperatura en cada uno de ellos.

Ejercicio 4.23 Se descubre un planeta esférico de radio 6. La fuerza de su campo
magnético es M (x,y, z) = 62 —y* + 22 + 60 en un sistema coordenado fijo centrado
en el centro del planeta. Calcular el lugar de la superficie del planeta donde situar
un radiotelescopio para que sufra la menor interferencia magnética posible.

Ejercicio 4.24 Una sala tiene forma de media esfera de radio 4 y su distribucion
de temperaturas en °C es

1
T(x,y,z) = g(xQ + 22 + 22 —xz + A),
donde A > 0 es un parametro del sistema de calefaccion. Calcular el valor de A
para que la temperatura en cualquier punto de la sala no sea inferior a 18 °C ni
superior a 22 °C. El sistema de coordenadas tiene su centro en el centro del suelo
de la sala.
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Ejercicio 4.25 Calcular las distancias maxima y minima de la elipse
522 + 6xy + 5y° = 8,
al punto (0, 0).

Ejercicio 4.26 Se dice que en una ocasion durante la Primera Edad, encontran-
dose en Doriath, Beren, hijo de Barahir, decidi6 visitar al rey Thingol para intentar
aclarar lo suyo con Luthien. Thingol vivia en Menegroth a orillas del rio Esgalduin,
en el corazén del bosque de Doriath. Accediase a Menegroth a través de una senda
rectilinea que atravesaba Doriath, la cual distaba 20 km del lugar en el que se
encontraba Beren. Si Beren se dirigiese directamente hacia la senda, por el camino
mas corto, al alcanzarla todavia se encontraria a 50 km de Menegroth. La velocidad
que Beren podia alcanzar en el interior del bosque era de 9 km /h, mientras que
por la senda podria desplazarse a 15 km/h. Por lo tanto ;qué trayectoria deberia
seguir Beren para lograr entrevistarse con Thingol en el menor tiempo posible?

Ejercicio 4.27 El hangar de carga nimero 2 de la nave interplanetaria Coriolanus
era un cubo de 12 metros de lado. Antes de la catastrofe, Momssen, comandante
de la Coriolanus, decidi6 construir un recinto metalico de 2 m? sin tapa, con forma
de prisma triangular y ajustado a uno de los rincones del hangar, con el fin de
almacenar parte del cemento repara-fugas del reactor principal. Teniendo en cuenta
que fue construido empleando la menor superficie posible de metal, ;cudles eran
sus dimensiones?

Ejercicio 4.28 Probar quesi —4 <x <0y —3 <y < 1, entonces
—11 < 2% 4+ 22y — y? + 4z < 15.

Ejercicio 4.29 Sea s > 0 Expresar s como la suma de tres nimeros a, b,c > 0 de
forma que abc sea maximo.

Ejercicio 4.30 Calcular los puntos de la interseccion de esfera de centro (0,0, 0)
y radio 1 con el plano = +y + z = 1 cuya distancia a (0, 3, 3) sea maxima y minima.

Ejercicio 4.31 Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 en (1,1) de
f(z,y) = log(x +y)

Ejercicio 4.32 Sean a,b,c € R, con ¢ # 0. Calcular el polinomio de Taylor de
orden 1 en (0,0,1) de

sen(x +
- ( y)+(

—b)z.
. a—b)z

f(l'ayvz) = ar — yeb_

Para a = 3, b = 1 y ¢ = 2, aproximar f en el punto (—0,02,0,03,0,98) con el
polinomio obtenido.
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Ejercicio 4.33 Sea « € R. Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 en (0,0, 0)
de

f(ﬂf, n Z) _ ea(ererz).
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Capitulo 5

Integrales multiples

5.1 La integral doble

Trabajaremos con
f:DCR* —R,

con D compacto y f continua en D. Trataremos de dar sentido a

t/y;ij,y)dxdy.

5.1.1 Regiones elementales

Definicién 5.1.1 Diremos que D C R? es una region elemental de R? si se puede
describir de la forma

D={(z,y) eR*Ja<z<boplx)<y<y},
o de la forma
D={(z,y) eR*/a<y<boy) <z <y},
para ciertos a,b € Ry ¢,1 :[a,b] — R continuas. <
Ejemplo 5.1.2
1) Dlz{(x,y)ER2/1§x§4,1+senx§y§x2—4x+7}.
2) D2:{(x,y)ER2/1§y§2,y2+3§x§y3+2y+1}.

81
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Yy Yy
G 2|
4 Dy
2 Dy
/\ 1 1
0 1 1 1 1 X 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 4 6 8 10 12
<
Nota 5.1.3

1) Hay conjuntos que vienen expresados de forma que no parecen regiones
elementales, aunque en realidad si que lo son. Uno de los problemas que
hemos de resolver es expresar un conjunto como una regiéon elemental si ello
es posible.

2) A veces un mismo conjunto puede representarse como region elemental de
dos formas diferentes.

Ejemplo 5.1.4 Consideramos el circulo unidad
C={(z,y) eR*/2®+y* < 1}.
No esta expresado como una regiéon elemental, pero escribiendo

C':{(x,y)ERz/—lgxgl,—mgygm}7

vemos que en efecto es una region elemental. Es mas, también podemos expresarlo

como
C:{(x,y)GRz/—lgyg1,—\/1—y2§x§\/1—y2},

Por lo que C' se expresa como region elemental de dos formas diferentes. <
Veamos ahora como se calculan las integrales dobles sobre regiones elementales
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83
1) Si
D={(z,y) €R*/a<z<bylx)<y<y()},
entonces
b prY(2)
Jy)dedy = ,y) dy dex.
//Df(:vy) z dy /G/W) f(z,y)dyde
2) Si
D={(z,y) eR*/a<y<bply) <z<v(@)},
entonces

Asi, para calcular la integral doble sobre una region elemental, s6lo hay que calcular
dos integrales de una variable de manera iterada.

Ejemplo 5.1.5 Sea T el triangulo de vértices (0,0), (1,0), (1,1).

Expresemos T' como region elemental

T—{(x,y)ER/OSny :

Calcularemos la integral

1 T
/ / eVdrdy = / / eV dy da
T o Jo
1 s 1
= /0 <ew+y’y:0) dr = /0 (e* —e”)dx

Ejemplo 5.1.6 Consideramos el conjunto
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84 5.1. La integral doble

_ 2 OSZ/SL Yy
D_{(x’y)eR/_yQSxSy ) 13

sobre el que calcularemos la integral

1 ry
// xydxdy:/ / xydxdy
D 0 J—y2

Nota 5.1.7 Si D es una region elemental que se puede expresar de dos maneras
distintas, entonces la integral doble se puede hacer de dos formas diferentes. El
resultado final es el mismo, pero ambas formas no tienen por qué tener la misma

dificultad. «

Ejemplo 5.1.8 Se considera la parte del circulo unidad que estd en el primer
cuadrante

2 2
_ 2 [ " H+y" <1, y

sobre el que calcularemos la integral

[ VimPara

Podemos escribir C' de dos maneras C

Cz{(x,y)/ 3?523@}

( ) 0§y§1> 0 1 T
=< (z
Y 0<z< /l_yz ) 0 1

por lo que la integral se podra hacer de dos formas diferentes,

1 V1—z2
// \/1—y2dxdy:/ V1—y?dyde
c o Jo

1L/
:// VI 2 dedy,
0 0
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pero la segunda forma es mas corta que la primera. <

Nota 5.1.9 Si podemos descomponer una regién D de R? en una unién de regiones
elementales

D =Dy U---UDy,

cuyas intersecciones dos a dos sean el vacio, o bien puntos o bien lineas, entonces

/f(x,wdxdy:/ f(x,y)dwdy+--~+/ f(z,y) dz dy.
D Dy Dy,

N

Ejemplo 5.1.10 Consideramos la corona circular

2 2
_ 2 13"‘3/ 217
D_{(x7y>€R/x2+y2§4 }7

No puede ser expresada como region elemental,
pero se puede descomponer en una unién de
regiones elementales en las condiciones de la
Nota 5.1.9 por ejemplo de la siguiente forma

D, — —2<x< -1,
1\@Y ) Vite<y<vice

Do — ) 1<2 <2,
2=\ ) Vi ecy<vioa

D — -1 <z <1,
=\ T E <y < vIm "

-1 <z <1,
D4:{($y) R

’ —\/4—x2§y§—\/1—x2} 1 m
Se tiene que

0{ D Do

D=DyUD,UDsUD,, \J
. 3 . |

y por lo tanto, para cualquier funciéon continua
f(z,y) definida en D tendremos que D,

-2 1 - 1 | T

/ fxydxdy—/ flz,y)dxdy -2 -1 0 1 2
Dy

+/D2f(x,y)dxdy—l—/D3f(x,y)dxdy+/D4f(x,y)dxdy
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86 5.1. La integral doble

5.1.2 Cambio de variable

Sea el cambio de variable
x = x(u,v),
y = y(u,v),

y supongamos que la region D en las variables (x,y) se transforma en la region D*
en las variables (u,v) por el cambio anterior. Entonces

//D f(z,y)dz dy :/D* f(x(u,v),y(u,v))

Iz, y)

det B, )

dudv. (5.1)

Ejemplo 5.1.11 Sea D la figura

D—{(:v,y)ER/x_QSny } 2

Podria expresarse como una region elemental
utilizando funciones definidas a trozos o como | |
uniéon de regiones elementales, pero vamos a
utilizar un cambio de variable que la transfor-
mara en un producto de intervalos: 0 -

r=u-+uv,
Yy=u-—uv,
operando sobre las inecuaciones que definen D, 0 1 2 3
es sencillo ver que dicho conjunto se transforma 1 ¥

cn
. 2 OSUSQ, "
D_{(u,v)ER/Ogvgl . D

Si queremos utilizar este cambio de variable
calcular integrales dobles sobre D, necesitamos 0 1 9
calcular el valor absoluto del jacobiano

-
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Calculemos

// cos(x — 2y)dxdy = // 2 cos(3v — u)dudv
D D*

2 1 2 o=l
:2/ / COS(3U—U)dUdu:2/ (w )du
0 Jo 0 3 v=0

9 r2

2 _
= 5/ (sen(3 —u) +senu)du = 3 (cos(3 —u) + cosu)|'=2
0

2
= 5(1 + cos1 — cos2 — cos 3).

Nota 5.1.12 Puede ser adecuado realizar un cambio de variable o bien porque se
simplifique D o bien porque se simplifique f(z,y). <

5.1.2.1 Coordenadas polares

Es uno de los cambios mas habituales consiste en hacer

/\‘Zﬁ
x:pcosg/\\’p Y
y:(,osene 0
A

con p € [0,00), 0 € [0, 27].

Calculemos el valor absoluto del jacobiano

ANz, y)| cosf —psenf\| |
’det d(p, 9)‘ B ‘det <Sen9 pcosh )| ol =

Ejemplo 5.1.13 Sear > 0. Consideramos el semicirculo de radio r en el semiplano
superior

Timestamp 202502091700 Build 2236



88 5.2. La integral triple

D={(z,y) eR?/a*+¢y*<r* y>0}, .Y

Haciendo el cambio a polares

x = pcosb, D
y = psend,

La region D se transforma en

D*={(p,0) / p> <1* psent >0} = 0

={(p.0)/0<p<r,0<0<m},

que es una sencilla region elemental, puesto que D*
es un rectangulo. Vamos ahora a calcular una
integral en la region D, transforméandola en D* P
por el cambio a polares 0

// /22 +y?daedy = // p? cos B4/ p2(cos? 6 + sen? §) dp df
D D+

:// p3cosﬁdpd9:/ / p2cos8dddp
D* 0o Jo
:/ (pgsené"z_de:/ 0dp = 0.

0 0

Nota 5.1.14 El cambio a polares suele ser interesante cuando aparece 22 + y* en
la funcién que hay que integrar o en las expresiones que definen el recinto D. <

5.2 La integral triple

Trabajaremos con

f:DCR®—R,

con D compacto y f continua en D. Trataremos de dar sentido a

///D F@,y, 2) da dy dz.
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5. Integrales miltiples 89

5.2.1 Regiones elementales

Definicién 5.2.1 Diremos que un subconjunto de R?® es una region elemental de
R si se puede describir alguna de las siguientes maneras

Dy ={(z,y,2) eR* Ja <z <b,p1(x) <y < o), 9h1(x,) < 2 < ahola,y) },
Dy ={(z,y,2) e R Ja < 2w <b,01(x) < 2 < o), 1 (2, 2) <y < o, 2) },
D3 ={(z,y,2) eR* Ja <y < b, o1 (y) <z < @a(y), vn(2,y) < 2 <aha(x,y) },
Dy={(z,y,2) eR*Ja <y < b, o1(y) <z < pa(y), iy, 2) <z < aly,2) },
Ds = {(z,y,2) e R*Ja < 2 < b1 (2) < < pa2),¢n(w,2) <y <o, 2) },
Dg={(z,y,2) eR*Ja < 2 < b, p1(2) <y < pa(2), ¢u(y, 2) <o <Py, 2) }

para ciertos a,b € Ry @1, ©9, 11,1 continuas. <

Nota 5.2.2
1) Puede no ser evidente que un conjunto es una region elemental

2) A veces un mismo conjunto puede representarse como region elemental de
dos formas diferentes.

N

Ejemplo 5.2.3 Consideramos la esfera unidad
S={(z,y,2) eR® [2* +y*+2* < 1}.
Puede expresarse como

-1 <z <1,
S =< (z,y,2) € R? —V1—-22<y<V1-—22 ;
—‘/1—$2—y2§2§ /1—1‘2—3/2

es decir, es una region elemental. Ademéas también se puede expresar como region
elemental en cualquiera de las variantes de la Definicion 5.2.1. Tan solo escribiremos
otra de las formas, dejando las cuatro restantes como un simple ejercicio.

S = (a:,y,z)E]Rg/ —/ 11—y <x<+\1-—19y2 ,
—~/1—x2—y2§z§ /1—x2—y2
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90 5.2. La integral triple

Veamos ahora como se calculan las integrales triples sobre cada tipo de region
elemental presentada en la Definiciéon 5.2.1.

b
// f(x,y,z)dxdydz:/ / / f(z,y,2)dzdy de.
Dy w1(z 1(z,y)
<P2(96) ha(z,2)
// flz,y,z dxdydz—/ / / f(z,y,2)dydz de.
Do 1 :E)
©2(y) wz my)
// flz,y, 2 dxdydz-/ / / f(z,y,z)dzdzdy.
Ds w1y 1(z,y)
2 y) P2(y,2)
// flz,y, =z dxdydz—/ / / f(z,y,2)dxdzdy.
Dy w1y 1(y,2)
m(z) $a(,2)
// flz,y,z dxdydz—/ / / f(z,y,2)dydzdz.
Ds »1(2)
w2(2) ¢2 (y,2)
// flz,y, 2 dxdydz—/ / / f(z,y,2)dxdydz.
Dg 1yz)

Asi, para calcular la integral triple sobre una region elemental, solo hay que calcular
tres integrales de una variable de manera iterada.

Ejemplo 5.2.4
Sea T el tetraedro determinado por los planos

z2=0,2=0,y=0,z+y+2z=1

Expresemos T como region elemental

0<x <1,
T= (I,y,Z)// ()SZyIS 1—‘$,

0<z<1l—-2z—y

Calcularemos la integral

///(x2y+ez)dxdydz
T
1 11—z l-z—y
=/ / / (z%y + e*) dzdy dz
o Jo 0
1 1—z _1
:/ / (nyz—l—ez)‘Z:O_x_y dy dx
o Jo =
/ / y(x? — 1) — 2%y + eV — 1) dyda
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1 2 3 4 5
e T T T T
= -2 — =+ —=—-——]d
/O(e —i—x—i—G 2+2 6) x

( - L R R a:6> vt 899
= (e -2t S - T 5

2 18 10 36)|_, ° 360

Nota 5.2.5 Si D es una region elemental que se puede expresar de méas de una
forma, una integral triple sobre ella puede hacerse de mas de una manera, y no
todas han de tener el mismo grado de dificultad. <

Nota 5.2.6 Si una region D de R? puede expresarse como una uniéon de regiones
elementales

D=D,U---UDy,

cuyas intersecciones dos a dos sean el vacio, o bien puntos o bien lineas, o bien
superficies, entonces

///Df(:v,y,z)dxdydz:// . f(x,y,z)dxdydz+...+// Dkf($,y72)dwdydz.
4

5.2.2 Cambio de variable

Sea el cambio de variable
r = z(u,v,w),

y =y(u,v,w),

z = z(u,v,w),

y supongamos que la region D en las variables (z,y, z) se transforma en la region
D* en las variables (u, v, w) por el cambio anterior. Entonces
) )

///D f(z,y,2)dxdydz

— // . fz(u,v,w), y(u, v, w), 2(u,v,w))

. (5.2)
a X, Y,z
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92 5.2. La integral triple

5.2.2.1 Coordenadas cilindricas

con p € [0,00), 8 € [0,27], z € R.

Calculemos el valor absoluto del jacobiano

cos) —psenf 0
= |det | senf  pcos@ O ||=|p|=p.
0 0 1

o(z,y, z)

’det 3(0.0,2)

Por lo tanto si D se transforma en D* por el cambio a cilindricas

[ s zracayaz = [[[ orocoss.psens.z) dpasa-

Ejemplo 5.2.7
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5. Integrales miltiples 93

Consideraremos un recinto limitado por un pa-

raboloide y un plano en el primer octante de
RS

2 2
B 3 /oy <z2<2
D_{(x’y’z)ER/xZO,yZO .

Haciendo el cambio a cilindricas

x = pcosb,
y = psend,
z =z,

la region D se transforma en

0<p<V2,
D = <p,e,z)/ 0<6<n/2

pP <2< 2

que es una region elemental. Vamos ahora a
calcular una integral en la region D, transfor-
méandola en D* por el cambio a cilindricas

/// xyzdrdydz
D
:/// p’zsenfcosfdpdfdz

V2 /2 p2
= / / / p*zsen f cosfdz dd dpv/2 /2
0 0 02
V2 /2 22
:/ / ~p*senf cosf
o Jo 2
V2 7r/2 ,07
= / / (2p3 — —) cosfsenfdfdp
o Jo 2
V2 p7 O=m/2 V2 p7
= / <p3 — —> sen” 0 dp = / <,03 — —> dp
0 4 6=0 0 4

(e
4 32
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94 5.2. La integral triple

Nota 5.2.8 El cambio a cilindricas suele ser util cuando aparece 22 + 3 en la
funcién o en la definicién del recinto. <

5.2.2.2 Coordenadas esféricas

e

r = psen ycosf

psen psen 6

y:
Z = pCos

con p € [0,00), 8 € [0,27] y ¢ € [0,7].
Calculemos el valor absoluto del jacobiano
senpcos) —psenpsenf pcosycosb

= |det [ senpsenf psenpcosf pcospsend
cos 0 —pseny

= ‘—pz sengo‘ = p?sen .

Por lo tanto si D se transforma en D* por el cambio a esféricas

///D f(z,y,2)dxdydz

= // f(psen pcos®, psen psend, pcosp)p®sen pdpdf dep.
D*

Ejemplo 5.2.9
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5. Integrales miiltiples 95

Se considera la esfera de radio 1 centrada en el
origen

D={(z,y,2) eR® /a* +y* +2* < 1}.
Haciendo el cambio a esféricas
x = psin g cosb,
y = psinpsend,
Z = pcos,

la region D se transforma en

0<p<1,
D = (p,9,q§)/0§9§27r,

0<p<m

que es una sencilla region elemental, puesto
que es un prisma cuadrangular. Vamos ahora
a calcular una integral en la region D, transfor-
méandola en D* por el cambio a esféricas

/// Va2 +y?dedydz
D

= /// pPsen? pdpdfdyp

:/1/2r/ﬂp3sen290dg0d9dp
o Jo Jo
L=
o Jo 2 4
1 por

dodp

»=0

Nota 5.2.10 El cambio a esféricas suele ser ttil cuando aparece 2 + y* + 2% en la
funcién o en la definiciéon del recinto. <
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96 5.3. Aplicaciones geométricas

5.3 Aplicaciones geométricas

5.3.1 Areas

Si D es una region elemental de R?, el 4rea de D es

// 1dxdy.
D

5.3.2 Volumenes

1) El volumen de una regién elemental D de R? es

J[[ rasaga-

2) Sea D una regién elemental de R* y f: D — R con f(z,y) > 0 para cada
(z,y) € D. El volumen de la figura sobre D comprendida entre el grafo de f

y el plano z = 0 es
// f(z,y) dz dy.
D

5.4 Ejercicios
Ejercicio 5.1 Calcular el area de

D = {(z,y) € R*/ (2 +y*)* < 2zy,x > 0}.
Ejercicio 5.2 Calcular el volumen del cuerpo limitado por la grafica de

f(z,y) = e” cosy,

sobre el triangulo de vértices (0,0), (1,0), y (0,7/2).
Ejercicio 5.3 Calcular el volumen de

D={(r,y,2) eR/a? +¢y* < 2*0< 2z <1}

2 1 ,
/ / e ¥V dydx.
0 Jz/2
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// rdz dy,
D

donde D es la region de R? limitada por el eje OX y las circunferencias de radio 1
y centros (—1,1) y (1,1).

Ejercicio 5.5 Calcular

Ejercicio 5.6 Calcular

// ydzdy,
D

D={(z,y) eR*/a? +4* < 2,0 <y <2?}.

///wdxdydz,
T

T={(z,y,2) eR’ /o +2<1,2>0,y >0,z >y},

/// r?yz de dy dz,
T

donde T es la region delimitada por las superficies y? = x — 2 y 2% = 42 junto con
las condiciones y > 0y z > 0.

con
Ejercicio 5.7 Calcular
con

Ejercicio 5.8 Calcular

Ejercicio 5.9 Sea a € R con a > 0. Calcular

J[[@+u=22)azapa

D ={(z,y, 2) €R3/x2+y2+22 §a2}.

/// y* de dy dz,
T

T={(z,y,2) ER* /2’ +y" + (2 + 1) < 4,2 > O},

con

Ejercicio 5.10 Calcular

con

Ejercicio 5.11 Calcular el volumen del cuerpo limitado por los paraboloides
v+ 22 =4(x+9), ¥ + 22 =6(6— ).
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98 5.4. Ejercicios

Ejercicio 5.12 Sea a un nimero real con a > 0. Hallar el volumen del sélido
limitado por el paraboloide 2az = x> + v? y la esfera 22 4+ y* + 2* = 3a>.

Ejercicio 5.13 Calcular el volumen del recinto de R? limitado por
=0, 2 +y*+(z—-1) =1, 2 +¢y* = 1.

Ejercicio 5.14 Sean a,b € R ambos mayores que cero. Calcular el valor de

// xy dx dy,
D

2 g
D:{(x,y)ERQ/E—Fb—ZSl,OSy,OSm}.

Ejercicio 5.15 Sean r, R € R con 0 < r < R. Calcular

// rsenydzdy,
D

donde D es la parte comprendida en el primer cuadrante de R? de la corona circular
centrada en (0,0) de radios r y R.

con

Ejercicio 5.16 Sean a > 0, b > 0. Calcular el volumen del cuerpo
{(l’,y,Z) ERg/bz S a_yz,bz S G—Z’Q,Z Z 0}

Ejercicio 5.17 Sea a > 0. Calcular el volumen de la regién comprendida entre
los cilindros
2’ +y? <a? 2? + 22 <d’

Ejercicio 5.18 Sea
sent

— sit#0
1, sit=0

/Ol/xlf(t) dt da.

Ejercicio 5.19 Sean a,b,c,d € R con a < by c < d. Calcular

// (xQ +y? + xy) dz dy,
D

D={(r,y) eR*/a<z<bc<y<d}.

ft) =

Calcular

con
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Ejercicio 5.20 Calcular

y
" gedy,
//Dl—i-xQ—l—y? Y

D={(z,y) eR* /2’ +¢*>1,0<2<1,0<y <1}

con

Ejercicio 5.21 Sea a € R con a > 0. Sea D el circulo de centro (0,0) y radio a.

Calcular
/ / e drdy,
D

Ejercicio 5.22 Sean a > 0y b > 0. Calcular

//D(x2 +9?) dz dy,

D ={(z,y) € R*/x < a,y* — 2bx < 0}.

con

Ejercicio 5.23 Sean a > 0y b > 0. Calcular

[ @ =)tz

donde D es la region limitada por la elipse centrada en (0,0) con ejes sobre
los ejes coordenados y longitudes a y b para los semiejes horizontal y vertical

respectivamente
// ze Y dg dy,
D

D={(z,y) eR* /2 >0,1<y <2,y >a"}.

D

D=[-1,1] x [-1,1].

// |x2 — 4y + 1‘ dz dy,
D

D= {(x,y) €R* /y > 0,2 +y* < 4}.

Ejercicio 5.24 Calcular

con

Ejercicio 5.25 Calcular

con

Ejercicio 5.26 Calcular

con
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100 5.4. Ejercicios

Ejercicio 5.27 Calcular

341
// sen 2 i dx dy,
D 2

D={(z,y) eR*/Vr<y<1,0<z <1}

con

Ejercicio 5.28 Calcular el volumen del cuerpo limitado superiormente por la
superficie z = xye® ™Y que esta sobre el tridngulo determinado, en el plano z = 0,
por lasrectas y =0, y=x ey =2 —z.

Ejercicio 5.29 Utilizando integrales multiples, calcular el area del circulo de
radio r > 0.

Ejercicio 5.30 Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
z:x2—|—y2, y:xz, y=1, 2=0,
utilizando una integral doble.
Ejercicio 5.31 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el grafo de
) =a® +y+1,
sobre el triangulo de vértices (0,0,0), (1,0,0), y (0,1/2,0).
Ejercicio 5.32 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el grafo de
fla,y) =a® + 47,
sobre el tridangulo de vértices (0,0,0), (1,0,0), y (0,1,0).

Ejercicio 5.33 Sean a > 0y b > 0, ¢,d € R. Calcular el volumen del cuerpo
limitado por las superficies

(r—c)+ (y—d)?=a* 2> +y* =2bz, z=0.

/// ryzdrxdydz,
T

donde T es el tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano dado por la
ecuacion r +y + 2z —1=0.

Ejercicio 5.34 Calcular
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/// zdrdydz,
T

T={(z,y,2) eR/2>0,y>0,0<z<1—y* x4y <1}

/// 2? dr dy dz,
T

donde T es la esfera de centro (0,0,0) y radio a > 0.

Ejercicio 5.35 Calcular
con

Ejercicio 5.36 Calcular

Ejercicio 5.37 Calcular

1
dzr dy dz,
] Gy e

T={(r,y,2) ER* /x>0,y >0,2>0,x+y+2z<1}.

con

Ejercicio 5.38 Calcular el volumen de un elipsoide con semiejes de longitudes
a,b,c.

Ejercicio 5.39 Calcular el volumen de la figura limitada por las superficies

en el primer octante de R3.
Ejercicio 5.40 Calcular el volumen de la figura limitada por las superficies
z:x2+y2, z =24 2x 4+ 2y.
Ejercicio 5.41 Sea a > 0. Calcular el volumen de la figura
22+ 422 <a? 2 4yt < ay.
Ejercicio 5.42 Calcular el volumen de la figura

D={(z,y,2) eR*/0<z<2ma” +y* <sen’z}
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Capitulo 6

Campos, curvas y superficies

6.1 Campos

Definicién 6.1.1 Sean U C R? abierto y k € NU {co}.

1) Llamaremos campo escalar de clase C* sobre U a toda aplicacion de la forma
f:U—R,
con f € CHU).
2) Llamaremos campo vectorial de clase C* sobre U a toda aplicacion de la forma
F:.U—R*,
con f € CHU).
<

Definicién 6.1.2 Sean U C R? abierto y k € NU {oc}.

1) Llamaremos campo escalar de clase C* sobre U a toda aplicacion de la forma
f:U—R,
con f € CXU).
2) Llamaremos campo vectorial de clase C* sobre U a toda aplicacién de la forma
F:U—R?,
con F € CHU).

103



104

<

6.1. Campos

En lo que sigue denotaremos por (x,%) a las variables en R? y por (z,v,2) a las
variables en R3. El simbolo - se utilizara para denotar el producto escalar habitual
en R? y en R® y x denotara el producto vectorial en R?.

Definiciéon 6.1.3 Los operadores diferenciales son mecanismos que involucran
derivadas parciales, cuya entrada es un campo y cuya salida es otro campo. Consi-
deraremos los siguientes:

1)

2)

Operadores derivada parcial. En R? hay dos de ellos

9 9
ox’ Oy

En R? tenemos tres operadores

o 0 0

ox’ Oy’ 0z
actuando sobre una funciéon de clase al menos G, devuelven su derivada
parcial correspondiente.

Pueden actuar sobre campos escalares, devolviendo otro campo escalar. Tam-
bién pueden actuar sobre campos vectoriales y en este caso devuelven otro
campo vectorial.

Gradiente. Es un operador vectorial que se define en R? como

v (22
ox’ Oy
Actia sobre campos escalares y devuelve campos vectoriales:
of of
Vfi==—,=—|.
/ <ax’ ay)

En R3, se define como
o o0 0
v (or iy 5:)

Actta sobre campos escalares y devuelve campos vectoriales:

_ (9f 9f 9f
Vi= <8x’8y’82)'
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6. Campos, curvas y superficies 105

3)

4)

5)

6)

Divergencia. Actua sobre un campo vectorial y devuelve un campo escalar.

Si F' = (F, Fy) es un campo vectorial sobre R? se define como
0F1 8F2
divF =V -F = —.

v O + dy

Si F = (Fy, Fy, F3) es un campo vectorial sobre R? se define como

OF | OF,  OF,

ivFE =V -F = .
div \Y% 8a:+8y 9%

Rotacional. En principio se define para campos en R?. Acttia sobre un campo
vectorial y devuelve un campo vectorial. Si F' = (F}, F,, F3) es un campo
vectorial sobre R?, se define como

Curl F=Rot F =V x F = (8F3 or, 0Fy 0F3; 0F; aFl)

dy 9z 9z Oz Oz Oy
El concepto se extiende para campos en R? de la siguiente forma. Supongamos
que F = (I}, F;) es un campo vectorial en R?. Definiremos

oF, OF >

Rot F' = Rot (F1, F5,0) = (0,0, o 3y

Laplaciano. Actia sobre un campo escalar y devuelve otro campo escalar. Si
f es un campo escalar en R?,

2 2
Af=V- Vf—af 97
o2
Si f es un campo escalar en R?,
82f 0?f  O*f
Af=V -Vf= +8 +822

Diferencial. Actiia sobre un campo escalar y devuelve un objeto que llamare-
mos diferencial. Sobre un campo escalar f en R?,

df = f d + —f dy.
dy
Sobre un campo escalar f en R3,
af of of 4
d d —dy + =
T=ge®t gy Wto &
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106 6.2. Curvas paramétricas

Definicién 6.1.4 [Tipos de campos]|

1) Diremos que un campo vectorial F' es conservativo si existe un campo escalar
ftalque Vf = F.

2) Diremos que un campo vectorial F' es irrotacional si Rot F' = 0.

3) Diremos que un campo vectorial F' es incompresible si div F' = 0.

Propiedades 6.1.5 Sea F' un campo vectorial. Entonces div(Rot F') = 0. <

6.2 Curvas paramétricas

Definicién 6.2.1 Sean I C R un intervalo y £ € NU {0, 00}. Una curva paramé-
trica de clase C* es una aplicacion

~: I — TR,
con v € CHI). «

En general, cuando consideremos una curva paramétrica y no especifiquemos su
clase C*, entenderemos que k es lo suficientemente grande para que tengan sentido
nuestras afirmaciones y resultados.

El soporte de una curva paramétrica es una figura que corresponde a lo que
intuitivamente entendemos por una curva. A veces se llama curva a dicho soporte,
sobre todo cuando se quieren estudiar caracteristicas de tipo geométrico. En este
sentido se dirfa que la curva paramétrica -« seria una parametrizacion de su soporte.

Sin embargo, en otros contextos el aspecto mas relevante es la propia funcion -y,
como cuando representamos mediante una curva paramétrica la trayectoria de un
objeto puntual en el espacio en funciéon del tiempo. En este caso no importa soélo la
trayectoria en si misma, sino cémo se recorre. Dicha informacién no la proporciona
sop 7y sino la propia funcién .

Nota 6.2.2 En la Definicion 6.2.1 se hace referencia a condiciones de derivabilidad
en un cierto intervalo I, donde no se especifica que I sea abierto.
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6. Campos, curvas y superficies 107

Diremos que una cierta funcion f definida sobre un intervalo de la forma [a,b) o
[a, b] es derivable en a si existe y es finito el limite lateral

f(x) = f(a)

lim ,

z—at Tr—a

en cuyo caso llamaremosderivada de f en a a su valor.
Diremos que una cierta funcion f definida sobre un intervalo de la forma (a,b] o
[a, b] es derivable en b si existe y es finito el limite lateral

i 1) = F(@)
z—b— r—a

en cuyo caso llamaremos derivada de f en b a su valor. <
Definicién 6.2.3 Sea « una curva paramétrica definida en un intervalo I.

1) Diremos que v es plana si el soporte de 7 esta contenido en un plano. En
particular 4 : I — R? puede ser considerada como una curva paramétrica
plana identificAndola con

t— (71 (t)v 72(t)’ O)

2) Sil =la,b) oI =[a,b], diremos que y(a) es el punto inicial de la curva.
3) Sil=(a,b] ol =a,b], diremos que y(b) es el punto final de la curva.

4) Diremos que v es cerrada si I es un intervalo cerrado de la forma I = [a,b] y
ademés ~y(a) = «(b). En otro caso diremos que es abierta.

5) Diremos que v es simple si es abierta e inyectiva o bien si es cerrada e
inyectiva en [a, b), siendo I = [a, b].

6) Diremos que ¢ € I es un punto reqular de v si 4/(t) # 0. En este caso v/(t) es
el vector tangente a =y en t.

7) Diremos que =y es una curva regular en I si cada t € I es un punto regular de
~. En este caso definiremos para cada t € I el vector tangente unitario como
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108 6.2. Curvas paramétricas

Definicién 6.2.4 Sean I, J intervalos y k € NU {oo}. Llamaremos cambio de
pardmetro a toda funcion
0:1—J,

sobreyectiva, con § € C¥I) y #(t) # 0 para cada t € I. <

Proposicién 6.2.5 Todo cambio de pardmetro es inversible y su inversa también
es un cambio de pardmetro. <

Definicién 6.2.6 Diremos que dos curvas paramétricas
~: I —R, €T —R,
son equivalentes si existe un cambio de parametro
0:1—J,
tal que v =€ 0 6.

e Sil=/[ab) ol =]a,b|, seexige ademéas que los puntos iniciales de v y &
coincidan.

e Si ] = (a,b] oI = [a,b], se exige ademas que los puntos finales de v y &
coincidan.

N

Proposicién 6.2.7 Dos curvas paramétricas regulares y simples con el mismo
soporte que,

e 0 bien estén definidas en intervalos abiertos,

e 0 bien estén definidas en intervalos cerrados y sus puntos iniciales y finales
coincidan respectivamente,

son equivalentes. <

Definiciéon 6.2.8 Diremos que dos curvas pardmétricas regulares equivalentes
tienen la misma orientacion si en cada punto del soporte sus vectores tangentes
tienen el mismo sentido. <

Si dos curvas regulares equivalentes no tienen la misma orientacién, entonces en

cada punto del soporte, sus vectores tangentes tienen sentido contrario. Por tanto
para cada curva regular es posible dar dos orientaciones diferentes.
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6. Campos, curvas y superficies 109

Proposicién 6.2.9 Supongamos que 6 es un cambio de pardmetro por el que se
relacionan dos curvas regulares equivalentes.

1) Si6(¢t) > 0 para todos los posibles valores de t, entonces las dos curvas tienen
la misma orientacion.

2) Si 0(t) < 0 para todos los posibles valores de ¢, entonces las dos curvas tienen
distinta orientacion.

6.3 Superficies paramétricas

Definicién 6.3.1

1) Diremos que un abierto D de R? es conezo si para cada par de puntos ¢,y € D,
existe una curva plana continua (de clase C°) definida en un intervalo cerrado
y con soporte contenido en D cuyos puntos inicial y final son respectivamente
Tey.

2) Diremos que un abierto D de R? es conezo si para cada par de puntos z,y € D,
existe una curva continua (de clase €°) definida en un intervalo cerrado y
con soporte contenido en D cuyos puntos inicial y final son respectivamente
Teuy.

N

Definicién 6.3.2 Sean D C R? un abierto conexo y k € NU{0, co}. Una superficie
paramétrica de clase CF es una aplicacion

p:D— R,
con ¢ € C¥D) y localmente inyectiva. <

Nota 6.3.3 Localmente inyectiva significa que para cada & € D existe un entorno
V' de x contenido en D de forma que ¢|y es inyectiva. <

En general, cuando consideremos una superficie paramétrica y no especifiquemos su
clase €, entenderemos que k es lo suficientemente grande para que tengan sentido
nuestras afirmaciones y resultados.

El soporte de una superficie paramétrica es una figura que corresponde a lo que
intuitivamente entendemos por una superficie. Generalmente se llama superficie a
dicho soporte, ya que lo mas comin es estudiar caracteristicas de tipo geométrico.
En este sentido se diria que la superficie paramétrica  seria una parametrizacion
de su soporte.
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6.3. Superficies paramétricas

Definiciéon 6.3.4 Sea ¢(u,v) una superficie paramétrica definida en un abierto
conexo D de R%.

1)
2)

3)

4)

<

Diremos que ¢ es simple si es inyectiva.

Diremos que (a,b) € D es un punto reqular de ¢ si rgJ¢(a,b) = 2. En este

{1dan)(§) /a5 er]

es el plano tangente a ¢ en (a,b). Cada vector de dicho plano es un vector
tangente a @ en (a,b).

Llamaremos vector normal a ¢ en (a,b) a

Op Op B
%(CL? b) X %(CL, b) - Qou(a? b) X @v(aa b)

La condicién anterior de regularidad es equivalente a afirmar que el vector
normal en (a,b) es nu nulo, es decir, que

p.fa,b) x @ a,b) #0.

Diremos que ¢ es una superficie regular en D si todos los puntos de D son
puntos regulares de . En este caso, podemos definir el campo normal unitario
sobre ¢, dado por la expresion

Pu X @,
@, X @,

Diremos que ¢ es orientable si es posible definir un campo continuo normal
unitario sobre la superficie.

Proposicion 6.3.5 Toda superficie paramétrica simple y regular es orientable. <

Si una superficie es orientable, hay dos orientaciones posibles. Fijar una orientacién
corresponde intuitivamente a fijar una direccién en la que se atraviesa la superficie.

Definicién 6.3.6 Diremos que dos superficies paramétricas

p:D—R, Y:F—R,

de clase C* son equivalentes si existe una aplicacion de clase G

0:D— FE
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6. Campos, curvas y superficies 111

biyectiva y con
det J&(u,v) # 0, ¥V (u,v) € D,

con P ol = .
Se llama cambio de parametros a la aplicacion 6. <

Proposicién 6.3.7 Dos superficies regulares y simples con el mismo soporte son
equivalentes. <

Proposicion 6.3.8 Sean
p:D—R Pp:E—R,

dos superficies paramétricas orientables equivalentes relacionadas por un cambio
de parametros
6:D— FE

e Sidet J&u,v) > 0,V (u,v) € D, ¢ y 1 tienen la misma orientacion.

e Sidet JAu,v) <0,V (u,v) € D, ¢ y 1 tienen orientacion contraria.

6.4 Integrales sobre curvas y superficies

6.4.1 Integrales curvilineas

En lo que sigue, sea v una curva paramétrica clase €' (basta con que sea continua
y C! a trozos) definida en un intervalo [a,b]. Sea C' = sop~y.

Definiremos la integral de trayectoria de un campo escalar y la integral de linea
de un campo vectorial sobre 7. La primera no depende de la parametrizacion y la
segunda tampoco siempre que se fije una orientacion.

Definicién 6.4.1 Sea f un campo escalar sobre C. Llamaremos integral de tra-
yectoria de f sobre v a

[ =] s

Timestamp 202502091700 Build 2236



112 6.4. Integrales sobre curvas y superficies

Ejemplo 6.4.2 Consideramos la curva paramétrica

~: [0,47] — R?
t —> (cost,sent,t) ’

y el campo escalar (
f: R} — R
(z,y,2) — 22 + 9> + 22
Como f esta definido sobre sop 7y, podemos calcular la integral de trayectoria de f
sobre 7.

/ =y " () )] de

4m
= f(cost,sent,t)||(—sen(t),cos(t),1)| dt
0
4m

- /04ﬂ(1+t2)\/§dt: \/§(t+ﬁ)

3
_ 4?” (3+167%) .

4
= \/§ (47r + %7‘(’3)

0

N

Proposicion 6.4.3 Si € es otra curva paramétrica equivalente a -y, entonces

[0

Definicién 6.4.4 Sea F' un campo vectorial sobre v. Llamaremos integral de linea
de F' sobre v a

<

[,F:/abF(’Y(t))-'y’(t)dt,
<

Ejemplo 6.4.5 Consideramos la curva paramétrica

~:[0,37] — R?
t — (cost,sent,t) ’
y el campo vectorial
F R3 — R3
<I7 Y, Z) — (_y7 €T, 22) ‘
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6. Campos, curvas y superficies 113

Como F' esta definido sobre sop 7y, podemos calcular la integral de linea de F' sobre
5.

[F = [ Pow)a

= F(cost,sent,t)- (—sen(t),cos(t), 1) dt
0

3
= / (—sent, cost,2t) - (—sen(t),cos(t), 1) dt
0

3T
3
:/0 (1+2t)dt = (t+¢°)|, =37 (1+3m).
<

Proposicién 6.4.6 Si & es otra curva paramétrica equivalente a ~y, entonces

e si v y £ tienen la misma orientacion, / F = / F,
v 3

e si v y & tiene distinta orientacion, /F =— /F,
Y 3
<

Si en las condiciones de la Definicién 6.4.4, v es una curva cerrada, entonces la
integral de linea de llama circulacion de F' a lo largo de «, y se denota por

}{F.

Nota 6.4.7 En las condiciones de las Definiciones 6.4.1 y 6.4.4, es frecuente
encontrar las notaciones siguientes en la bibliografia

dr = 7@l
dr = (dz, dy, dz)

[r-fs

/F:/F- dr:/Flda:+F2dy+F3dz.
¥ ¥ ¥
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114 6.4. Integrales sobre curvas y superficies

Propiedades 6.4.8 Con las notaciones de las Definiciones 6.4.1 y 6.4.4 y siendo
g otro campo escalar sobre C', G otro campo vectorial sobre C'y a € R, se tiene

”uL“+”*5Lf+L9
Z)Laf—aLf
Af};ﬁﬁ«

4) La integral de trayectoria es invariante por cambio de parametro.

5%/W+®:LF+KG
6)/aF:a/F.
APWSlHﬂL

8) La integral de linea es invariante por cambio de pardmetro que conserve la
orientacion.

3)

7)

9) Regla de Barrow:
[ V1= ) - (@),

10) Si 7 es simple y £ es otra curva simple con el mismo punto inicial que ~ y
con el mismo punto final que =, entonces

/VVf:LVf.

11) Si -~y es cerrada,

12) Si «y es regular, Sea

@1

LF:AFT.
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6. Campos, curvas y superficies 115

N

Ejemplo 6.4.9 Consideramos la curva paramétrica
~:10,1] — R3
t — (t*/4,sen®(7t/2),0) °

y el campo vectorial
F . R?> — R3
(z,y,2) — (y,2,0)
Obsérvese que tomando el campo escalar
f: R — R
(z,y,2) — zy ’

se tiene que
Vf=F.

Por lo tanto, aplicando la regla de Barrow,
[ F = Flr(a) = £2(0) = £((1/4,1,0)) = £((0.0.0)) = 1/4.
~
<

Nota 6.4.10 Si ~ es simple y regular, entonces la integral de trayectoria s6lo
depende de C, por lo que podemos escribir

szLﬁ

y si ademéas fijamos una orientacion, la integral de linea dependeria sélo de C

también:
/ F / F.
C v

Se considera que la orientaciéon natural de una curva cerrada es la contraria a las
agujas del reloj.

N

Teorema 6.4.11 [Teorema de Green]|

Sean D una region elemental de R? contenida en un abierto U de R*y F : U — R?
un campo vectorial de clase €', con componentes F' = (F}, F,). Denotaremos por
0D a la curva orientada segun la orientacion natural que constituye la frontera de

D. Se tiene que
oF, 8F1>
F = — — — | dzdy.
ng //D ( Ox dy Y
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116 6.4. Integrales sobre curvas y superficies

Corolario 6.4.12 Si D es una region elemental de R?,
o 1 1
Area D = = (—y,z) == (xdy —ydz).
2 Jap 2 Jop
<
Teorema 6.4.13 [Teorema de caracterizacién de campos conservativos|
Sea F:R® — R*® un campo vectorial de clase C'. Son equivalentes las siguientes

propiedades

(i) j{ F = 0 para cada curva C simple, regular, cerrada y orientada.
c

(ii) / F = F para cada par de curvas (7, C5 simples, regulares y orientadas
o Co

con los mismos puntos iniciales y finales.
(iii) F es conservativo.
(iv) F es irrotacional.

N

6.4.2 Integrales sobre superficies

Lema 6.4.14 Sean ¢ :D — R® y 1 : E — R*® dos superficies paramétricas
simples y regulares con sop ¢ = sop ). Sean U C R® un abierto con sopp C U, f
un campo escalar continuo sobre U y F' un campo vectorial continuo sobre U.

Si ¢ v 1 tienen la misma orientacion se tiene que

//D(foso)||90u><cpvl|dudv://E(fo¢)||¢uX¢v||dudv
//D(FO‘P)'(‘PUX‘Pv)d“d“://E(FO@b)-(wuxwv)dudv

y si ¢ v 1 tienen distinta orientacion,

//D(foso)”‘PuXQOvHdudv://E(fo¢)||¢ux¢v|‘dudv
//D(FOSO)'(‘PuX¢v)dudv:—//E(Fo¢).(¢uX¢v)dudv
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6. Campos, curvas y superficies 117

En lo que sigue, sea S una superficie con una parametrizacion ¢ : D — R?
simple y regular, donde D es un abierto conexo de R?. Se supone que existe U
abierto de R? con S C U.

Definicién 6.4.15 Sea f un campo escalar continuo sobre U. Definimos la integral
de superficie de f sobre S como

/S f= / 1=/ /D F((u,0)) [, v) x @, (u, )| dud

Ejemplo 6.4.16 Consideramos la superficie paramétrica

@ :[0,1] x [0,27] — R?
(p,0) — (pcosB, psend, )

<

y el campo escalar
f: R® — R
(v, y,2) —> /1 + a2 +y?
Como f esta definido sobre sop ¢, podemos calcular la integral de superficie de f
sobre . Sea D = [0, 1] x [0, 27]
[ =] 1e0.0) llefo.0) x edo.0)|| doa
%} D
—// f(pcosO,psend, 6)||(cosf,send,0) x (—psend, pcosd,1)|| dpdé
D

:// V14 p?||(senf, —cosb, p)|| dpdb
D

:// \/1+,02\/1+p2dpd9://(1+p2)dpd9
2 o i

:// (1+p2)d9dp:27r/ (1+p*) dp
o Jo 0

P\ |
9 al
T <,0-|— 3)

Supongamos ademas que S es orientada.

o 3
<

Definiciéon 6.4.17 Sea F' un campo vectorial continuo sobre U. Llamaremos flujo
de F' a través de S a la integral

|7 =[] Plotwo)- tu x pfuv)duds
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118 6.4. Integrales sobre curvas y superficies

Ejemplo 6.4.18 Consideramos la superficie paramétrica

@ :[0,1] x [0,27] — R?
(p,0) — (pcos@, psend, )

y el campo vectorial

F: R3 — R3
(l’,y,Z) — (xZ +y27 —.T,Z) .

Como F esta definido sobre sop ¢, podemos calcular la integral de superficie de F’
sobre . Sea D = [0, 1] x [0, 27]

[P =[] Feto.0): (0.0 x o 0)) dpats
) D
:// F(pcosf,psend, ) - ((cosf,send,0) x (—psenb, pcosh, 1))dpdd
D
:// (p*, —pcos,0) - (send, — cosb, p) dpdd
D

1 2
—// (p286n0+p00826+9,0)dpd0—/ / (p*sen @ + pcos® 6 + 0p) df dp
D o Jo

1 0=2m
:/ (—p20059+5(92+9+sen90059))‘ dp
0 _
1 ,02 p=1 T
:7T(1—|—27r)/ pdt =m(1+27) —| = =(1+2m)
. 2|, 2

N

Propiedades 6.4.19 Con las notaciones de las Definiciones 6.4.15 y 6.4.17 y
siendo ¢ otro campo escalar sobre U, G otro campo vectorial sobre U y o € R, se
tiene

1) /S(f+g)=/sf+/sg.
2)/Saf:a/sf.
Aﬂs/@ﬂ

4) La integral de superficie de un campo escalar es invariante por cambio de
parametros.

3)
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6. Campos, curvas y superficies 119

5) /S(F+G):/SF+/SG.
6) /SaF:a/SF.

7) El flujo es invariante por cambio de parametros que conserve la orientacion.

8) Si ¢ es regular, Sea
n— PuXPo
[l X @,

/SF:/SF-n.

Se tiene

Nota 6.4.20 Si una superficie orientada S se puede descomponer como una unién
disjunta
S=5U---US,uCiuU---UCy,

donde S; son superficies regulares simples con la orientaciéon inducida por la de
Sy C; son curvas regulares simples. Entonces las integrales anteriores se pueden

calcular como
[-f ],
s S4 S

P

y el resultado no depende de la descomposicion elegida. <

Consideraremos ahora un tipo de superficie a la que llamaremos superficie con
borde. Sea M una superficie paramétrica orientada y una parametrizacion

p:V—R>,

compatible con la orientacién. Sea D una region elemental de R? con D C V.
Llamando ¢ también a la restriccion de ¢ a D, tenemos que ¢ : D — R? s
una parametrizacion de una cierta superficie orientada S con S C M. El hecho de
que D sea una region elemental, hace que su frontera, D, sea una curva cerrada,
simple, continua y G a trozos. Sea ~ : [a,b] — V una parametrizacién de 0D
con la orientacion natural. Entonces ¢ o 7y es una parametrizacion de ¢(9D). Se
dice que S es una superficie con borde y diremos que 9S = ¢(9D) es el borde de S
con la orientacion dada por ¢ o ~y.
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120 6.4. Integrales sobre curvas y superficies

Teorema 6.4.21 [Teorema de Stokes]
Sea F' un campo vectorial de clase ' definido en un abierto de R® que contenga a

S. Se tiene que
/ Rot F' = F.
s oS

Ejemplo 6.4.22 Consideramos el circulo unidad en R?,
D={(uv) eR*/u’+v*—1=0}.

Se considera S, la semiesfera superior de la esfera unidad centrada en (0,0,0),
parametrizada por

<

@: D —R?
(u,v) — (u,v,\/l — u? —v2> '
Se considera el campo vectorial
F: R — R?
(:C7 y? Z) 'H (x7 y? Z) .

Puesto que Rot F' = 0,Se tiene que
7{ F:/RotF:/O:O.
oS s 5

Teorema 6.4.23 [Teorema de la divergencia de Gauf}]

Sea V una region elemental de R* y U C R? un abierto con V C Uy F € C(U)
un campo vectorial. Se supone que OV es una superficie regular cerrada, orientada
de forma que su vector normal apunta hacia el exterior de V' en todos los puntos.
<

Entonces
/// div Fdzxdydz = F'.
\%4 oV
Ejemplo 6.4.24 Sea

V=A{(z,y,2) eR® /2 +y* + 2> <1},

y sea el campo vectorial

<

F: R? — R3
(2$>?J2722) — (I,y,Z) .

Aplicando el Teorma de la divergencia,

/ F:/// didexdydz:///(2+2y+22)dxdydz:87r/3
av v v
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6.4.3 Aplicaciones

1) Longitud de una curva C'

Ixt
|

3) Area de una valla cuya base es una curva C, siendo h la funcién que propor-
ciona la altura de la valla en cada punto.

/Ch.

4) Masa de una superficie S con funciéon de densidad p.

e

5) Trabajo realizado al moverse por una curva C' en un campo de fuerzas F'.

/CF.

2) Area de una superficie S
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Capitulo 7

Conceptos basicos

7.1 Introduccion

En esta asignatura estudiaremos un tipo especial de ecuaciones en las que las
incognitas seran funciones reales de una tnica variable real. Estas ecuaciones
estaran constituidas por los siguientes elementos:

1) Apareceran obligatoriamente derivadas de las funciones incognitas (de orden
uno y/o superior).

2) Podréan aparecer las propias funciones incognitas.
3) Podré aparecer la variable de dichas funciones.

Llamaremos a este tipo de ecuaciones ecuaciones diferenciales ordinarias, abrevia-
damente EDO.

También estudiaremos sistemas de EDO. Siempre consideraremos sistemas con
el mismo numero de ecuaciones que de funciones incégnita. Por lo tanto cuando
trabajemos con una sola EDO, tendremos una sola funcién incognita.

Veamos algunos ejemplos sencillos que nos mostraran céomo este tipo de ecua-
ciones surgen de manera natural en ciertos contextos.

Ejemplo 7.1.1 Consideremos el calculo de primitivas. Supongamos que tenemos
una funciéon f(¢) y queremos calcular una primitiva suya y(¢). Normalmente escri-
bimos este problema como

y(t) = / f(t)dt. (7.1)

Utilizando la definicion de primitiva, (7.1) es equivalente a

y(t) = f(2). (7.2)
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La ecuacion (7.2) es una EDO, donde se supone que f es conocida e y es la funciéon
incognita.
Asi, concretando un poco mas, obtener las primitivas de, por ejemplo, sen®t
equivale a resolver la EDO
y(t) = sen’t,

donde y(t) seria la funcioén incognita y cuyas soluciones son

_ t —sentcost

. cER.
5 +c c

y(t)
<

Nota 7.1.2 [Hechos fundamentales]
Por supuesto (7.2) es el tipo de EDO maés simple que se puede formular, pero aun
asi podemos observar varios hechos fundamentales

1) Si f es continua, podemos garantizar que (7.2) tienen soluciéon, pero en
otro caso no podemos afirmar nada. Por tanto no se pueden plantear EDO
arbitrariamente y esperar que tengan solucion.

2) Cuando (7.2) tiene solucion, ésta no es tnica. Es bien sabido que si una
funcién admite primitiva, entonces admite infinitas.

3) En ocasiones se sabe que (7.2) tiene soluciéon, pero no se puede calcular
explicitamente. Recordemos que hay integrales indefinidas como

t
sen a
t

que no salen, como se decia en Bachillerato. Por lo tanto la EDO

no se puede resolver explicitamente, aunque se sabe que tiene soluciones.

<
Ejemplo 7.1.3 Consideremos la EDO
y/(t) = sen*t. (7.3)

Podriamos resolver esta ecuacion utilizando técnicas elementales de calculo de
primitivas. Sabemos que y(t) = (y')(t), luego %/(t) debe ser una primitiva de sen®¢.

Por tanto
- t —sentcost

y(t) = 5 +c1, ¢ €R,
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de donde

1 1
y(t) = 1 cos®t + ZtQ + it + e, concp, e € R

Vemos asi que en una EDO pueden aparecer derivadas de orden superior de la
incognita. <

Ejemplo 7.1.4 Consideremos una funcién derivable y(z) tal que por cada punto
P de su gréfica, la recta tangente a y(x) en P es perpendicular al vector posicion
de P.

Un punto genérico del grafo de y(z) es (x,y(z)), y este es su vector posicion.
Por la interpretacion geométrica de la derivada, sabemos que un vector director de
la recta tangente en (z,y(z)) es (1,y(z)). Ahora

(z,y(x)) L (L,y(z)) <= 0= (z,y(z)) - (Ly(2)) = = + y(x)y(2),
luego y(z) debe verificar la EDO
y(z)y(z) + = = 0. (7.4)

Vemos en este ejemplo que un problema geométrico se transforma en un problema

de EDO. «

Nota 7.1.5 [Problemas geométricos|
Debido a la interpretacion geométrica de la derivada, muchos problemas geométricos
pueden ser descritos y estudiados mediante EDO, como en el Ejemplo 7.1.4.
Observemos que la EDO (7.4) es significativamente mas complicada que las
que aparecian en los Ejemplos 7.1.1 y 7.1.3. En (7.4) aparecen explicitamente una
derivada de la funcién incégnita y la variable de la funcion, pero a diferencia de
las EDO de los ejemplos 7.1.1 y 7.1.3, ahora también aparece la propia funciéon
incognita. <

Nota 7.1.6 [Simplificando las notaciones]

La escritura de la ecuacion (7.4) comienza a ser un poco engorrosa. Es habitual,
cuando se sabe o se puede deducir cuél es la variable de la que depende la funcién
incognita, omitir la evaluacion explicita en esa variable. Asi la ecuacion (7.4) podria
escribirse de manera més comoda como

yy' +z = 0. (7.5)

Si en un enunciado nos propusiesen la EDO (7.5) sin més explicaciones, sabriamos
inmediatamente que y es la funciéon incognita, pues aparece en la expresion alguna
derivada suya.
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Deberiamos suponer ademas que x es la variable de la funcion y (por tanto
la variable respecto de la cual se deriva y), ya que en caso de no serlo deberian
advertirnos que era una constante o parametro del problema.

Otra cosa bastante molesta es la nomenclatura que estamos utilizando para y y
x. Referirse a y como la funcién incognita y a x como la variable de la que depende
y no parece muy adecuado. Se suele llamar a y la variable dependiente de la EDO
y a x la variable independiente.

Al principio esto puede resultar algo confuso. Cuando trabajamos con ecuaciones
del tipo que sea, solemos identificar la palabra variable con la palabra incdgnita. En
una EDO las incégnitas son exclusivamente las variables dependientes. La variable
independiente no es una incégnita de la ecuacion (no hay que despejarla). No es
més que una variable de la cual dependen las soluciones de la EDO. «

Ejemplo 7.1.7 Consideremos un mévil puntual con movimiento rectilineo. Su-
pongamos que su velocidad es proporcional a su desplazamiento desde el origen.
Veamos cémo podemos describir dicho movimiento.

Sea t la variable que representa el tiempo. En cada instante de tiempo t, la
posicion del objeto queda determinada por una coordenada x(t), una vez fijado el
origen de la recta por la que se desplaza.

Sabemos que la derivada de la posicion puede ser interpretada como la velocidad,
por lo que la velocidad en el instante ¢ sera z/(¢). Por las condiciones que nos dan,
existe un constante a € R

2(t) = ax(t), (7.6)

que es una ecuacion diferencial. <

Nota 7.1.8 [Mas sobre notaciones]
Como antes, podemos escribir la ecuacion (7.6)

¥ = ax. (7.7)

A la vista de la ecuacion, queda claro que x es la variable dependiente, pero ;Cual
es la independiente? Si en enunciado nos presentan la ecuacion (7.7) sin mas
informacion, considerariamos que « es la variable independiente, pero entonces
(7.7) seria otra ecuacién que no tiene nada que ver con (7.6). Si nos presentan la
ecuacion (7.7) para referirse a la (7.6), nos tendrian que decir explicitamente que «
es un parametro o una constante.

Imaginemos ahora que nos proporcionan (7.7) diciéndonos ademés que « es un
parametro. Vemos que la variable independiente no aparece explicitamente. Salvo
que nos dijesen lo contrario, podriamos usar cualquier simbolo (distinto de z y «,
por supuesto) para denotar la variable independiente.

., Qué simbolos se suelen utilizar para denotar a las variables dependientes e
independientes en una EDO? No hay nada predeterminado. Por ejemplo, nosotros
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hemos utilizado = en el ejemplo 7.1.4 para la variable independiente pero sin
embargo, en el Ejemplo 7.1.7 hemos denotado por z a la variable dependiente.

No obstante, a veces se observa cierta tendencia a utilizar x, y, z para las
variables dependientes y t para la independiente, sobre todo en EDO utilizadas
para modelizar fenémenos fisicos en los que la variable independiente representa el
tiempo. <

Nota 7.1.9 [Las EDO y la Fisica]

La Fisica es una fuente inagotable de EDO ftiles. Por ejemplo, a la hora de describir
fendmenos en Mecanica, las derivadas representan velocidades o aceleraciones. Es
muy comun conocer las fuerzas que actiian sobre un sistema. Muchas leyes de la
fisica (por ejemplo las de Newton) establecen relaciones entre fuerzas, aceleraciones
y momentos (aparece la velocidad), y asi el planteamiento de un sistema de EDO
esta servido. <

Ejemplo 7.1.10 Un objeto puntual de masa 1 se mueve en un plano. Sobre él se
aplica una fuerza con valor
_>\2 (Ia y)
(@, )l

para cada punto (z,y) del plano, donde A # 0 es una constante.
Si (z(t),y(t)) es la posicion del movil en cada instante de tiempo t, por la
segunda ley de Newton se tiene que

—

z,y)

(z(t),y(t))" = —A Tz o)l

e igualando componente a componente,

21 = —)\2 x(t)

W= i sar
7/ _ _\2 y(t>
Y= X e

que es un sistema de EDO. Escrito con nuestra notaciéon simplificada,

x//:_)\QL
\x? + y?
Uy (7.8)
"o _)\

ST
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7.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

7.2.1 Forma general

Sean n,m € N,
y:R— R"™ |

y
F:R xR s g™

Una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) es
F(ty.y,...,y™)=0. (7.9)

El valor n es el orden de la EDO (se supone que y™ aparece explicitamente en la
expresion de F).

e Sim =1 se llama EDO escalar.
e Sim > 1 se llama EDO vectorial o sistema de EDO (con m ecuaciones y m

incognitas).

7.2.2 Tipos de EDO

1) Ecuaciones auténomas. Son aquellas en las que ¢ no aparece explicitamente
en la expresion de F', es decir

F:R™™D 5 R™
y la ecuacion es de la forma

F(y,y,... ,y(”)) =0.

2) Ecuaciones en forma normal. Son aquellas en las que la derivada de orden
superior aparece despejada. Es decir, son de la forma

y(n) = f(t’ y’ AR 7y(m_1))7

con
fiRxR™ 5 R™

3) FEcuaciones escalares lineales. Son de la forma
ao(H)y"™ + a1ty + -+ ana () + an(t)y = b(t),

donde
a;,byy:R— R, 71=0,...,n
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4) Sistemas diferenciales lineales. Son de la forma

Y = Ay +b(t),

donde
y:(ylv"'7ym)7

y A(t) es una matriz m x m

Clll(t) (Ilm(t)
Alt) = | : S :
A1 (t) A (t)
siendo

b:R—)Rm7 aij:R—>R,i,j:1,...,m.

7.2.3 Soluciones

Dada una EDO como (7.9) podemos expresar sus soluciones de diferentes maneras
1) La maés directa es considerar que una solucion de (7.9) es una funcion
p: 1 — R™ (7.10)

donde I es un cierto intervalo abierto, derivable al menos hasta orden n en [
y tal que se verifique

F(t7 (PJ (P/7 AR (P(n)) = 0'

Una solucion expresada de esta manera se llama solucion explicita de la EDO
(7.9).

Asi, una solucién explicita de la ecuacion (7.3) del Ejemplo 7.1.3 es la funcion
L. 2
o(t) = ZL(COS t+t%),
definida en todo R.

2) Otra manera de expresar las soluciones es en forma implicita. Supongamos
que existe una funcion G(t,y) de forma que en un cierto punto (o, y,) se
verifiquen las condiciones del teorema de la funciéon implicita y podamos
afirmar que existe una funcion

p: I — R™ |
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definida en un cierto intervalo abierto I tal que
G(t, (1) =0, Vte I,

y de forma que ¢ sea una solucion explicita de (7.3). En este caso diremos
que

G(t,y) =0,
es una solucion implicita de (7.3).

Notese que aunque no sea posible encontrar una expresion cerrada para
@, es posible ver si es soluciéon o no de (7.3) utilizando las féormulas de
derivacion implicita o simplemente la regla de la cadena. Podemos, por
ejemplo, considerar la ecuacion (7.5). Es facil ver que

v’ +a2°—1=0, (7.11)

es una solucion en forma implicita de (7.5). En efecto, si consideramos que
(7.11) define implicitamente a y como funcion de = y derivamos (7.11) respecto
de x aplicando la regla de la cadena, obtenemos

2yy’ + 22 =0,

de donde
yy' +x =0,

que es justamente la ecuacion de partida (7.5). Por tanto tal funcion y(x)
definida implicitamente por (7.11) debe ser una solucion explicita de (7.5),
por lo que (7.11) es una solucién implicita de (7.5).

Finalmente consideraremos soluciones expresadas en forma paramétrica. Su-
pongamos que podemos expresar explicitamente tanto ¢t como y como funcio-
nes de otra variable 7, definidas en un cierto intervalo abierto

(7.12)

Aplicando la regla de la cadena y férmula de la derivada de la funciéon inversa,
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tendriamos que

dp
dy _ dr
e dA’
dr

Fpd dpa
P®y _ dr2dr  drde?

dez dy)? ’
dr

Si sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (7.9) hacen que se verifique,
entonces diremos que (7.12) es una solucidn paramétrica de (7.9).

Veamos un ejemplo. Tomemos de nuevo la ecuacion (7.5). Tenemos que

x(T) =senr,

y(T) = cosT,

es una solucién paramétrica de

yy +x=0.
En efecto, tenemos que
dy
y,:%:d__T:_senT
dz dz CoST
dr
Sustituyendo todas las expresiones que tenemos en nuestra EDO,
sen T
—COST +senT = —sen7 +sen7 = 0.
COST

Por tanto nuestra afirmacion es cierta.

En otro orden de cosas, sea cual sea la expresion de las soluciones, podemos tener
varios tipos de soluciones.

1) Solucion particular. Tendremos una soluciéon particular de una EDO cuando
conozcamos una solucién concreta de la EDO. Por ejemplo, tal como vimos
antes,

1
o(t) = Z(COSQ t+ t2),
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serfa una solucion particular de (7.3).

También
Va2t —1=0,
serfa una solucion particular de (7.5).
2) Solucion general. Tendremos la solucion general de un EDO cuando disponga-
mos de una expresion, generalmente dependiendo de uno o varios parametros,

que englobe a todas las soluciones de la EDO salvo quiza algunos casos
particulares.

Como se vio en el Ejemplo 7.1.3, la expresion

1 1
y(t) = 1 cos® t + ZtQ + 1t + ¢o, con cq,co € R,

es lo que ahora llamamos la solucion general de la ecuacion (7.3).

3) Familia de soluciones. En ocasiones se dispone de una familia de soluciones
de una EDO, dependiente de uno o varios pardmetros, que no es la solucién
general, pues hay otras familias de soluciones que también son solucion de la
EDO.

Por ejemplo para el sistema (7.8), todas las funciones de la familia

(1), y(t)) = é (cos(a + cAt), sen(a + ML), a,c € R, ¢ £ 0,

es una familia de soluciones de (7.8), pero no es la solucion general, pues hay
mas familias de soluciones del sistema.

7.2.4 Problemas de Cauchy

Supongamos que f es una funciéon continua en R. Cuando estudidbamos la integra-
cion, con el simbolo

/ (1) dt. (7.13)

denotédbamos a todas las posibles primitivas de f, por lo que en cada ejemplo
concreto al resolver la integral nos aparece la llamada constante de integracion. En
el lenguaje de las EDO, el simbolo (7.13) denota la soluciéon general de

y = f(t) (7.14)

Sea ahora t; € R. Si escribimos
t
/ f(z)dz, (7.15)
to
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estaremos seleccionando una primitiva particular de f entre las infinitas que tiene,
en concreto aquella primitiva y(t) que verifica la condicion

y(ty) = 0. (7.16)

Es decir, (7.15) denota a la solucion particular de la EDO (7.14) que ademas
verifica la igualdad (7.16). A esta tltima se la llamara condicion inicial. El problema
constituido por una EDO y una condiciéon inicial se llamara problema de Cauchy.
El problema de Cauchy que estamos considerando se escribiria

y' = f(t)
{y(to) 9 (717

En general un problema de Cauchy estara constituido por una EDO de orden
n € N expresada en forma normal, junto con unas condiciones iniciales, que seran
valores concretos para la variable dependiente y sus derivadas hasta orden n — 1 en
un mismo punto. De manera més precisa, un problema de Cauchy seré de la forma

{y(") = flty v,y ) (7.18)
y(to) = Yo, yt0) = w1, ..,y Ato) =y,
donden e N, th e R, yy,...,y,.1 ER™y
f RxR™ —R™ .
En particular, para primer orden, un problema de Cauchy adoptaria la forma
{y’ = f(t,y)

y(to) = o (7.19)

Bajo hipodtesis adecuadas, anadir condiciones iniciales a una EDO supone
seleccionar una solucion particular entre las posibles soluciones contenidas en la
solucion general. Veamos un caso en el que las condiciones iniciales seleccionan una
tnica solucion.

Teorema 7.2.1 [Teorema de Picard-Lindel6f]
Sea (t9,y,) € R™™ y sea el problema de Cauchy

{y’ = f(t,y)
y(to) = Yo

Si existe un entorno D C R™™ de (to,yo) con f € CY(D), entonces existen un
entorno I de tp y una tnica solucion del problema de Cauchy definida en I. <

Hay otros resultados de existencia y unicidad de soluciones que no trataremos aqui.
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7.2.5 Reducciéon del orden

Sea una EDO vectorial de orden n con m ecuaciones y m incognitas
F(ty,y,...,y™)=0. (7.20)
Tomemos nuevas variables dependientes
Tg,...,Tp_1,

cada una de ellas con m componentes. Sea el sistema de orden 1 con mn ecuaciones
y mn incégnitas

’
'wP = @
iL'l = Lo
(7.21)
/
m'n—2 = Ln—1
/
(| F(t,x0,21,...,Tp—1,2,,_,)=0

Entonces y(t) es solucion de (7.20) si y solo si existe
(o(t), ..., Tn-1(t)),
solucion de (7.21) con xg(t) = y(t). Ademas
1) y9 =x;t), j=1,....,.n—1

2) Si (7.20) estuviese en forma normal, se podria expresar directamente (7.21)
también en forma normal.

3) y(t) verifica condiciones iniciales

y(to) = Yo, Y (to) = Y1, - - ,y(n_l)(to) = Yn—1,

siy solo si (xg(t), ..., xn_1(t)) verifica condiciones iniciales

xo(to) = Yo, T1(to) = Y1, .-, Tn—1(t0) = Yn—1.
Como conclusién, vemos que toda EDO se puede expresar como un sistema de
orden 1. Por lo tanto, podriamos restringir todo nuestro estudio a sistemas de

orden 1.
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7.2.6 Cambios de variable

Nos centraremos aqui exclusivamente en sistemas de orden 1 expresados en forma
normal. Dada

¥ =fty), (7.22)

a veces es conveniente aplicar cambios de variable para simplificar la EDO o
bien para transformarla en otra conocida. Consideraremos dos tipos de cambio de
variable.

7.2.6.1 Cambio de variable independiente

Un cambiolde variablelindependientecambio de variable independiente viene dado
por

t=p(s),
donde ¢ es de clase @' y localmente inversible. Por la regla de la cadena tenemos
d _dy dep
()] = e Ll
o, abusando de la notaciéon mediante la identificando y o ¢ con y donde corresponda,
dy dy ,

la ecuacion (7.22) se transforma en

y/ = f(@(s)>y)90/<5)7

donde ahora la variable independiente es s.

7.2.6.2 Cambio de variable dependiente

Un cambio de la variable dependiente y a una nueva variable dependiente z se
formula mediante una relacion

y = ot 2),
donde ¢ es de clase C. Por la regla de la cadena, se tiene
, dy d 09 dt 0¢ dz
T TG A TR UL
Sustituyendo en (7.22)
O ¢ r_
E(u Z) + a_z<t7 Z)Z - f(tu ¢(t7 Z)),
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y despejando 2’

2= (202) (s000.2)-2un).

que es la EDO transformada por el cambio de variable. Notese que para que el
cambio tenga sentido y la nueva ecuacion se pueda expresar en forma normal, la
matriz Jacobiana

O¢

0z’
debe ser inversible.

Es habitual que ¢ no dependa de t, en cuyo caso la ecuacion transformada
queda

o= (g—f(z))_lf(t, $(2)).

En el caso escalar no aparece ninguna matriz Jacobiana y las formulas, aunque
formalmente similares, son algo mas sencillas en la practica.

Notese que si tuviésemos un problema de Cauchy, las condiciones iniciales
se transformarian de manera directa para ambos tipos de cambio de variable,
invirtiendo las expresiones de los cambios.

7.3 Ejercicios

Ejercicio 7.1 Para cada una de las siguientes EDO, especificar sus variables
dependientes e independiente, su orden y su tipo. Expresarlas en forma normal, si
es posible.

a) y' +5y° — 4y = . d) y"senz —y cosz = 2.

b) (1 —x)y" —4xy’ + 5y = cos . e) v> — 1+ xy =0.

) y'=y/1+y~

Ejercicio 7.2 Comprobar que y(z) = 2" /16 es solucién en un cierto intervalo de

Y =x\/y.

Ejercicio 7.3 Comprobar que y(z) = ze® es solucién en un cierto intervalo de
" /
y —2y +y=0.

Ejercicio 7.4 Comprobar que —2z%y + y* = 1 es solucién en un cierto intervalo
de 2zy + (2* — )y’ = 0.
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7. Conceptos basicos 139

Ejercicio 7.5 Encontrar una EDO en forma normal y con variable dependiente y
para la cual la soluciéon general sea z° + y? = 2cx, ¢ € R.

Ejercicio 7.6 Hallar las soluciones constantes de 2z’ + 3y = 6.
Ejercicio 7.7 Calcular los valores de m para los que €™ es soluciéon de y' +2y = 0.
Ejercicio 7.8 Asumiendo que la solucién general de 3/ +22y* = 0 es 1/(2?+c), c €
R, resolver, si es posible, los problemas de Cauchy para la EDO dada con condiciones
iniciales

a) y(0) = -1 c) y(0) = 1.

b) y(2) =1/3. d) y(0) =0.

Determinar en cada caso el intervalo més grande donde son validas las soluciones
obtenidas.

Ejercicio 7.9 Sea la EDO escalar
y = fz,y).
Encontrar que EDO deben verificar las curvas ortonormales a sus soluciones.

Ejercicio 7.10 Establecer si los problemas de Cauchy siguientes verifican las
hipétesis del teorema de Picard-Lindelof. Calcular sus soluciones, si es posible.

2) xy —_y =0 b) xy —|—_y =z o) xy —_y =z
y(0)=0 y(0) =0 y(0)=0
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Capitulo 8

Ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden 1

El tipo de EDO en el que centraremos nuestra atencion en este capitulo es el mas
sencillo posible, la ecuacion escalar de orden 1

F(t,y,y) =0. (8.1)

Abordaremos exclusivamente el problema de la resolucion analitica de EDO, del cual
poco habiamos dicho hasta ahora. En general, éste es un problema intratable. Ni
siquiera la EDO (8.1) es resoluble casi nunca. Por lo tanto simplemente estudiaremos
algunos casos particulares de éste tipo de EDO para los cuales se conocen métodos
de resolucion sistematicos.

Ahora bien, volvamos sobre el caso mas simple de EDO que mostrabamos en
el Ejemplo 7.1.1. Este tipo de EDO es totalmente equivalente al problema de
célculo de primitivas, por lo que su resolucion en forma cerrada depende de que
sea posible o0 no la realizaciéon de una cierta integral indefinida. Este hecho también
serd aplicable a casi todos los casos que vamos a estudiar, con lo cual nuestros
métodos de resolucion puede que a veces no conduzcan a la obtencion de una forma
cerrada para la solucién.

Por otra parte, veremos que para algunos tipo de EDO, la forma natural de
presentar las soluciones, no es la explicita, sino la implicita. Esto suele resultar
extrano para un alumno con poca experiencia en este campo, que suele tender a
pensar que las soluciones implicitas no son soluciones de verdad.

8.1 Ecuaciones de variables separadas

Son ecuaciones que se pueden escribir como

y' = f(t)g(y) (8.2)

141



142 8.1. Ecuaciones de variables separadas

Veamos como se resuelven.

1) Si a € R verifica que g(«) = 0, entonces y(t) = « es solucion. Por lo tanto

resolviendo la ecuacion g(y) = 0 obtendriamos las soluciones constantes de
(8.2).

2) Para g(y) # 0, tenemos

yzf@mﬂc:y/zﬂw:i/yﬁ)&:/f@w+a

9(y) 9(y())
Haciendo el cambio de variable
s=y(t) = ds =y/(t) dt,

en la primera integral, tenemos que

/ﬁ%:/}@a+a

Tras hacer la primera integral, tendriamos que deshacer el cambio de variable,
que corresponderia a sustituir s por y. Por lo tanto, obtendriamos el mismo
resultado renombrando la variable s como la variable y en la primera integral.
Asi podemos expresar la solucion como

dy_ C, C
/R@_/j@w+, cR (8.3)

que (una vez calculadas las integrales, si es posible) nos proporciona la solucién
general en forma implicita.

Ejemplo 8.1.1 Consideremos la ecuacion
y/ = M
t3(y* = 3)
Es sencillo ver que es de variables separadas sin mas que escribirla en la forma

y/:t_4 y4
3 y2 -3’

donde con las notaciones anteriores tendriamos que

t—4

1) ="
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8. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 143
y aplicando la férmula de resolucion (8.3) tendriamos que la solucion general es
2
y =3,  [t—4
/ y? dy_/ TR

1—9y? 2—t
3y = +c, ceR,
Yy t2

e integrando tenemos

de donde
(1 —y?) =9y*(2—1t) + ct’y’, c € R,

que es la solucion general en forma implicita.
Nos faltaria por estudiar si hay soluciones constantes. Este es un punto que
se suele olvidar facilmente cuando se resuelven este tipo de ecuaciones. Debemos

resolver A
Yy

v =3
cuya tnica solucion es y = 0. Por tanto y(¢) = 0 es la tnica solucién constante de
la ecuacién. <

0,

8.2 Ecuaciones exactas

Diremos que una EDO

P(z,y) + Qz,y)y' =0 (8.4)
es exacta si
3F(s9) [ Ploy) = Gte0). Qo) = 5 (o) (85)

Las solucién general seria en este caso

F(z,y)=c¢, ceR| (8.6)

Ejemplo 8.2.1 La ecuacion
y? + 2xyy’ =0,

es exacta con F(z,y) = z3°, ya que
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144 8.2. Ecuaciones exactas

por lo tanto su soluciéon general es
ty* =c, c € R.
<

Ejemplo 8.2.2 La ecuacion
y+2zy =0,
no es es exacta. Aunque seria sencillo verlo directamente, introduciremos a conti-

nuacion un resultado que nos permitird comprobarlo de manera inmediata. <

Proposicion 8.2.3 [Criterio de exactitud]
Sean P(x,y), Q(x,y) de clase C'. Se tiene que

or 0
P(SC,Z/) + Q<x7y)y/ = O es eXaCta <> a—y — a—g
Demostracion:
Como la ecuacion es exacta, existe I’ tal que
OF OF
-~ _p Z —0.
al‘ ’ ay Q

Puesto que P y Q son de clase @', F es de clase €. Por tanto podemos aplicar el
lema se Schwarz, de donde

o°P  O’F  9PF  0Q

oy  Oydr Oxdy Ox’

y se cumple la condicion.

Ahora se supone que

or _ 0Q
oy Oz’
y pretendemos construir una funcion F'(z,y) que verifique
oFr OF
— =P — =Q.
Ox T Oy @

Tendriamos que
OF

%:P:F:/de—kqﬁ(y),
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8. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 145

donde ¢ deberia ser una funciéon que dependiera soélo de y para ajustar adecua-
damente la constante (respecto de x) de integracion. Pero entonces tendriamos
que

oF 0 ,
Q—a—y—a—y/Pd$+¢(y)7

y despejando
0
"(y) =Q — — | Pdx.
v -a-5 |
Si efectivamente la expresion anterior depende sélo de y, entonces ¢(y) podria ser

obtenida por integracion respecto de y y tendriamos calculada F'. Para ver este
punto, derivamos respecto de x

0 0 0 oQ 0?
—'(y) = — —-—— | P = — — Pdx =
Ox ) Ox (Q oy / d:r) Oxr  Oyox / de

oQ 0? 0oQ o°P
%_&Uayfpd o oy

xz@x dy

Por tanto ¢’ solo depende de y y es

¢@:/(Q—%/PM)®.

Quedando asi F' totalmente determinada. <

La demostracion de esta proposicion es esencial para calcular las soluciones una
vez establecida la exactitud de una EDO, pues bajo la condicién

or _ o4
oy  Ox’

proporciona la siguiente formula para calcular F

F—/de+/(Q—8%/de> dy |

Haciendo un razonamiento analogo, se podria obtener también la siguiente formula

F:/Qdy+/(P—%/Qdy> dz |

En las férmulas anteriores, las integrales indefinidas no denotan todas las primitivas
de sus funciones respectivas como es habitual, sino una primitiva concreta en cada
€aso.
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146 8.3. Factores integrantes

Ejemplo 8.2.4 Sea
32% 4 day + (22° 4+ 2y)y = 0.

En este caso
P =32 + 4y, Q = 22* + 2y.

Tenemos que

luego por la Proposicion 8.2.3, la ecuacion es exacta. Para resolverla debemos
calcular F' mediante una de las dos férmulas anteriores. Utilizaremos la primera.

/de = /(3x2 + day) dz = 2° + 22%y.

Por lo tanto
9 3 2
Q—— de 22?4 2y — ay(m +235y) dy =

/(2w+2y 22%) dy = / dy = y>.

Asi F = 2% + 22%y 4+ y? y las soluciones de la ecuacion son

)+ 2’y +yP=c, c€R

8.3 Factores integrantes

A veces una EDO no es exacta, pero multiplicindola por una cierta funcion se
convierte en exacta, en cuyo caso se puede resolver. A tales funciones se las llamara
factores integrantes.

Definiciéon 8.3.1 Diremos que u(z,y) es un factor integrante de
P(z,y) + Q(z,y)y,

(e, y) P2, y) + p(z, y)Qz,y)y

es exacta. <
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8. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 147

Las soluciones de la ecuacion original seran las mismas que las de la nueva ecuaciéon
exacta, salvo quizé algunas que introduzca o elimine el factor integrante. Méas
concretamente, puede que se anadan soluciones de la forma

n(z,y) =0,
o que se eliminen soluciones de la forma

1

wle,y) N

Por lo tanto, cada vez que se utilice un factor integrante habra que comprobar si
ambos tipos de funcién son solucién o no de la ecuaciéon original.

Veamos que condicion deberia verificar un factor integrante u(x,y) para una
EDO P(x,y) + q(z,y)y’. Deberia ocurrir

S P = (1),

de donde

(8.7)

TP (R

ox dy %_8_3/

que es una ecuacion en derivadas parciales mas dificil, en general, de estudiar
y resolver que la ecuacion original. No obstante hay casos en los que el factor
integrante adopta una forma especial, de manera que la condicién anterior se
transforma en una EDO de resolucién sencilla. Supongamos que el factor integrante
es de la forma

p(g(@,y)),
para una cierta funcion particular g(x,y). Es decir, p seria una funcién de una
variable, llamémosla ¢, que al ser evaluada en la funcion g(z,y), nos proporciona el

factor integrante.
En este caso, la condicion (8.7) quedaria expresada como

( g_g - Pg—i) 1 (g(z,y)) = (g—]; - g—f) gz, y)),

P 90

de donde

w oy O

w09 _ pdd
ox P@y
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148 8.3. Factores integrantes

Por lo tanto, para que exista un factor integrante de la forma fijada, debe existir
una funcion de una variable f(t) tal que

or _9Q
flglay) =~ (53
or "y

En este caso obtendriamos y como una solucion particular de

!/

1
W
que es de variables separadas y se puede resolver como
ult) = el 10,

por lo que el factor integrante seria

w(g(z,y)) = e/ /O - (8.9)

t:g(x’y)

Algunos casos particulares interesantes son los siguientes

1) Factor integrante de la forma u(x). Es decir tendriamos g(x,y) = x. La
condicion, que se deduce de (8.8), para que esto sea posible es que exista f(x)

tal que
orP 0Q

@) = A5

siendo en ese caso el factor integrante

p(x) = el @) de
2) Factor integrante de la forma p(y). Es decir tendriamos g(z,y) = y. La
condicion, que se deduce de (8.8), para que esto sea posible es que exista f(y)

tal que
0Q 0P

fly) =22

siendo en ese caso el factor integrante

w(y) = o T(w) dy

3) Otros casos interesantes podrian ser g(x,y) = zy, g(x,y) = ax + by con
a,b € R, etc. Se deja al alumno deducir la condicién que tendria que verificar
la EDO y la férmula para calcular el factor integrante.
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8. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 149

8.3.1 Ecuacion lineal de orden 1

Consideramos una ecuacion escalar lineal de orden 1 de la forma
y +a(t)y = b(t). (8.10)
De todo lo anterior, se deduce con facilidad que
u(t) = el @0,
es un factor integrante. Por tanto la ecuacion
6fa(t)clty/ + a(t)efa(t) dty _ b(t>€fa(t) dt7

es una ecuacion exacta. Para resolverla podriamos utilizar la teoria general, pero
en este caso observemos que

/
<€fa(t) dty> _ efa(t)dty/ 1 a(t)efa(t)dty,

por lo que

(efa(t)dty>/ _ b(t)efa(t)dt’

de donde
el ety / b(t)e/ WAt ¢, ¢ e R,

y asi la solucion de la ecuacion (8.10) es

y(t) :e—fa(t)dt (/b(t)@fa(t)dtdt+0>, ceRI

Nota 8.3.2 En caso de tener una ecuacion lineal de la forma
ao(t)y' + ar(t)y = c(t),

antes de poder aplicar lo anterior hay que escribirla en la forma

expresion que sera valida para ag(t) # 0. <
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150 8.4. Cambios de variable

Ejemplo 8.3.3 Sea la ecuacién lineal

2t +1
y/+ + y = 6_2t.
t
En este caso 9% 4 1
a(t) = P b(t) = e 2.

Calculemos un factor integrante. Sea

2t +1
A(t):/a(t)dt:/Tert:QtJrlog\t].

Un factor integrante es
e = |t]e?.

Multiplicando la ecuacion por el factor integrante, llegamos a
(Itle*y)" = [tl,
e integrando
t|t
|t|e*ty = / t|dt = % +c ceR,

por lo que la solucion general es

v =5+ )™

valida si t # 0. <

8.4 Cambios de variable

Ciertas ecuaciones se reducen por cambio de variable (dependiente, independiente
o ambas) a alguna de las anteriores.

En general es dificil ver si existen tales cambios de variable y encontrarlos, pero
hay ciertos tipos particulares de EDO para las cuales existen cambios de variable
establecidos.

8.4.1 Ecuaciones homogéneas

Las ecuaciones homogéneas son de la forma
y' = h(y/t). (8.11)
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A veces una ecuaciéon homogénea puede estar escrita de forma que sea dificil a
simple vista ver que es homogénea. Una manera de comprobar con facilidad si una
ecuacion es homogénea es la siguiente

y' = f(t,y) es homogénea <= f(at,ay) = f(t,y), Va € R.
Para resolver una ecuaciéon homogénea se realiza el cambio de variable dependiente

v=+1

Para este cambio se tiene

y =2t + z,
por lo que la ecuacion (8.11) queda
h(z) —
S M-z
t
que es de variables separadas.
Ejemplo 8.4.1 La ecuacion
/ 2y
y = 3 2 27
==Y
es homogénea, ya que
2oy 2xy

3a2x? — a?y? 312 —y?
Hacemos el cambio

y=xz <y =22+ 2,

y queda
e 2122 2z
TETET g 22 T 3 2
2z 2(22 = 1) Z(3-2%) 1
/
= — e — = —
S P T 3—2z2 2(22-1) 2’

que es de variables separadas. La solucién general se obtiene

3—2? 1 22—1

22 —1=cxz® ceR,

de donde

es la solucion general. Deshaciendo el cambio de variable, tenemos
y?(1 —cy) =27 ceR.

Ademas puede verse que y = 0 es solucion. <
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152 8.4. Cambios de variable

8.4.2 Reduccién a ecuaciones homogéneas

Consideramos una ecuacién de la forma

’ a1t+b1y+01
Y =h (),
a2t+b2y+02

con a; # 0 o by # 0. Se pueden presentar varios casos.
1) Sic; = ¢y =0, la ecuacion es homogénea.

2) Si
aq bl
(05} bQ

=0,

2.1) Si by = 0 entonces by = 0 y la ecuacion es de variables separadas.

2.2) Siby # 0, el cambio a;t + by = z la reduce a una de variables separadas.
3) Si
a

by
Qo bg

#07

Se calcula el punto (g, ) de interseccion de las rectas a1t + byy + ¢ = 0
y ast + by 4+ co = 0 y se hacen los cambios t = s+ ty e y = 2 + yo, que la
reducen a una homogénea.

8.4.3 FEcuacion de Bernoulli

Son de la forma
Y + a(t)y = b(t)y" con n € R. (8.12)

e Sin=0,1, es lineal.

e Sin # 0, n# 1 se hace el cambio de variable dependiente

2=Y ,

que la reduce a una lineal, como veremos ahora

1-n

2=y "=2Z=(01-n)y My

/
Haciendo el cambio en la ecuacién
24 (1=n)a®)y'™™ =b{t)(1 —n) <= 2 + (1 —n)a(t)z = (1 —n)b(t),

que es lineal.
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Ejemplo 8.4.2 Sea

/ t3
Sty — 2y = —.
)
Es de Bernoulli con n = —2. El cambio que hay que realizar es por tanto
2=y,
de donde
7 =3y

reescribimos la ecuacién
3ty?y' — 23 = 3,

y hacemos el cambio de variable
tz — 2z =13,
que es lineal. Para resolverla la debemos escribir en la forma

z’—%:tQ.

Sea

Asi la ecuacion queda

de donde
)=t +ct?, ceER= > =13+ ct?, c€R.

8.4.4 FEcuacion de Riccati

Son de la forma
y' + a(t)y® +b(t)y = c(t).

e Sia(t) =0 es lineal.

153

(8.13)
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e Si¢(t) = 0 es de Bernoulli.

e En cualquier otro caso, dada yo(t) solucion particular,se hace el cambio de
variable dependiente

1
= t -
y yo()+z,

que la reduce a una lineal
2 — (2yo(t)a(t) + b(t))z = a(t).

Ejemplo 8.4.3 Para la ecuacion

y = Yy T oady? — b,
x
se tiene la solucion particular yo(z) = x. Hacemos el cambio

1 , Z
z z

y nos queda

1
2 +z (— + 2$4> = —z3.
x

que se puede resolver facilmente, pues es lineal. <

8.5 Ejercicios

Ejercicio 8.1 Resolver las siguientes EDO

a) 3 = cos’y. g) vy —y=0.

b) (1+e")yy =e". h) zy' —y=u.

c) y = f(t). i) zy’' +y=0.

d) yy' +2=0. i) v =2y

e) ' +ax =0, con a € R. k) 3e”tany = y'(e” — 2)sec?y.
f) —xy +y = 3y°. 1) y'sentcosy = — costseny.

m) y = sen’(z — y) (Cambio u = x — y).

Ejercicio 8.2 Resolver las siguientes EDO
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a) 2 +ay’ + (z%y +y*)y = 0. d) 32% +dzy + (22% + 2y)y’ = 0.
b) 20y = (y— ). ©) 1+ eyt ac'y + (ac” +2)y' =0,
c) 2zy+ (1+22)y =0. £) e + (te’ + 2y)y' = 0.

g) 2z cosy + 32%y = (y + 2*(seny — 2))y/.

Ejercicio 8.3 Encontrar un factor integrante de la forma indicada y resolver las
siguientes EDO

a) z%y = y* + 2xy, con factor integrante u(y).

b) 3y* — 2 + (2y® — 62y)y’ = 0, con factor integrante u(z + y?).

c) y+ (t*y —t)y = 0, con factor integrante ju(t).

d) 2xy* — 3y® = (7 — 3xy?)y/, con factor integrante u(y).

e) ty + (2t* + 3y* — 20)y’ = 0, con factor integrante p(y).

f) xy® + 20%° — y* + (%9 + 22°y — 22%)y’ = 0, con factor integrante u(zy).
g) v —y+ (z+y)y =0, con factor integrante u(z* + y*).

Ejercicio 8.4 Encontrar la soluciéon general de las ecuaciones siguientes

a) (24 1)y + 4oy = . d) ¢ +ycosx = sinzcosz.
b) ¢ = 2y+(:13+1)4. e) zy +y = 32°.
r+1 g
Y Y
c) y +2y=1t+2t f T 2 — TcosT.

Ejercicio 8.5 Encontrar la soluciéon general de las ecuaciones siguientes

a) y* — 2%y + (2* — 229®)y = 0. f) 2zyy’ = 42* + 3y°.
b) t+y—(t—y)y =0. g) y — L= =2
3t —4y — 3

2 2/
c) 2+ 2zy —z°y = 0.
) Y Y h) (1—-t+y)y =t+y—3.

2 2 — 322 .
d) = +5——y =0. i) o® +ay +3y° — (2% + 2zy)y’ = 0.
Yy Yy
N, Brx—y+2
e) t* —y* +2tyy = 0. Ny = 61 — 2y
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k) y,:12t—|—5y—9 m) y,:—Z:c—2y—|—1
—5t — 2y + 3 r+y—2
l) y’:m
3r+y+1

Ejercicio 8.6 Resolver las ecuaciones siguientes

1 ’ 2
a) 8ty —y = ——r. g) —xy +y=3y".
) 8t~y Y3Vt + 1
h) v =y
b) 2%y + 223y = y*(1 + 22?).
, (1—2z)y" —y
;o Ly, i) Y = 3
.t J) zy +y =27y
d) v + = = —.
)y+2t Y3 k) ty + 6y = 3ty*/>.
e) zy +y=az'y’. 1) y —y=ey’.
f) zy*y +y* = 2z cosu. m) x+yy =z’ + 9>

Ejercicio 8.7 Resolver las ecuaciones siguientes
a) y = (1 —t)y* + (2t — 1)y — t. (Solucion particular yo(t) = 1).
b) y = —8xy* + 4x(4x + 1)y — 82° — 42 + 1. (Solucion particular yo(x) = z).

c) y = x* — 2xy + y*. (Solucién particular yo(z) = ax + b para ciertos a y b).

4 2
d) ¢y = —a % + 4. (Solucién particular yo(t) = ;)
Ejercicio 8.8 Resolver los siguientes problemas de Cauchy y determinar el mayor
intervalo posible donde estan definidas dichas soluciones.

2) y =y b) y =y 0 y =y
y(0) =0 y(0) =1 y(0) = -1
Ejercicio 8.9 Un volcan hace erupciéon y comienza a caer ceniza de forma regular
en varios kilometros a la redonda. Un equipo de salvamento tratan de acceder a
una poblacion en la zona de influencia del volcan. Para ello deben despejar de
cenizas la carretera de acceso. Comienzan la operacion a las 9:00 horas. Durante

la primera hora avanzan el doble de distancia que durante la segunda. ; Cuando
estalld el volcan?
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Ejercicio 8.10 Calcular la familia de curvas ortogonales a
22 4+ y* =2cx, c € R.

Ejercicio 8.11 Calcular la familia de curvas que verifican que la ordenada de la
interseccion de la recta tangente en cada punto con el eje de ordenadas es el triple
del cuadrado de la ordenada del punto.

Ejercicio 8.12 Una colonia de bacterias crece de forma proporcional a su ntmero.
Si en el instante ¢t = 0 hay x( bacterias y en una hora se triplican ;Cuéntas bacterias
habré en 2 horas?

Ejercicio 8.13 Una alumno con gripe va a su escuela de 1000 estudiantes. La
razén de propagacion del virus es proporcional a la cantidad de infectados y a la
de no infectados. Si a los 4 dias hay 50 infectados, ;Cuantos habra en 6 dias?

Ejercicio 8.14 Un circuito LR en serie con una inductancia L = 0,1 henrios y
una resistencia R = 40 ohmios, se conecta en el instante t = 0 a una fuente con
fuerza electromotriz E(t) = 110 voltios. Calcular la intensidad I(t).

Ejercicio 8.15 La vida media de un material radiactivo es el tiempo transcurrido
para que la cantidad de material se reduzca a la mitad. Un material se desintegra
2/3 en 1000 anos y se sabe que el decaimiento es proporcional a la cantidad. ;Cuél
es su vida media?

Ejercicio 8.16 Calcular la familia de curvas tales que en cada punto la pendiente
de su recta tangentes el triple de la pendiente de la recta que une el punto con el
origen.

Ejercicio 8.17 Calcular la trayectoria que sigue un punto P que inicialmente
estaba en la posicion (0,a), al ser arrastrado sin deslizamiento por un punto
inicialmente en (0,0) que se mueve a lo largo del eje de ordenadas, de forma que P
y @ estan unidos por una cuerda inextensible de longitud a. (Curva tractriz).

Ejercicio 8.18 Obtener la curva que pasa por (0, —2) tal que en cada uno de sus
puntos su recta tangente tiene como pendiente la ordenada del punto incrementada
en 3 unidades..

Ejercicio 8.19 Un émbolo de seccion circular contiene un volumen Vj de aire a
presion pg. Se comprime adiabaticamente hasta un volumen V;. ;Cual es el trabajo
realizado durante la compresion? (Indicacion: En una compresion adiabéatica, la
relacion entre volimenes y presiones es

k
P (E)
Po V)’
para una cierta constante k que depende del gas).
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Ejercicio 8.20 Hallar una curva que pase por el punto (0, —2) y de forma que el
angulo que forma la recta tangente en cada punto con el eje OX sea igual al triple
de la ordenada del punto.

Ejercicio 8.21 Sea o € R. Calcular una curva y(x) tal que para cada punto z, el
area limitada por la curva y las rectas X =0, Y =0, X = z valga

o’ log J
!

Ejercicio 8.22 Una masa puntual de 1 gr se mueve sobre una recta. Sobre ella
actia una fuerza proporcional al tiempo e inversamente proporcional a la velocidad.
En el instante ¢t = 10 s la velocidad era 50 cm/s y la fuerza 4 dinas. ;Qué velocidad
alcanzara el cuerpo al cabo de un minuto?

Ejercicio 8.23 Calcular las curvas tales que en cada punto el segmento de la recta
tangente comprendido entre los dos ejes coordenados tiene su punto medio en dicho
punto.
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Capitulo 9

FEcuaciones diferenciales lineales

9.1 Sistemas diferenciales lineales

Como ya dijimos en el apartado 7.2.2, un sistema diferencial lineal de tamano m € N
es de la forma

y' = A(t)y +b(1), (9.1)
donde
Yy = (y17"'7ym)7

y A(t) es una matriz m x m

an(t) s alm(t)
A1 (t) -+ Amm(T)

siendo
b:R—R", ag; : R—R , 4j=1,...,m.

Diremos que A(t) es la matriz del sistema y que b(t) es el término independiente.

Ejemplo 9.1.1 Consideremos el sistema de tamano 3,

) t*—t

Y1 sent e’ tcost Y1
1—t¢
Y2 = ]_ 4t log t Yo + S
2 2 I+t

U3 —sen“t 0 e Y3
te! +1

159



160 9.1. Sistemas diferenciales lineales

Los problemas de Cauchy asociados a sistemas diferenciales lineales son de la forma

{yzA@y+mw

(9.2)
y(t()) = Yo
con ty € R, y, € R™.

Teorema 9.1.2 [Teorema de Picard]
Sean I un intervalo abierto, ty € I, y, € R™, A(t) una matriz m x m de funciones
continuasen I ' y b: 1 — R™ continua en /. Entonces el problema de Cauchy

y' = A(t)y + b(t)
y(to) = Yo
tiene una unica solucién definida en . <

En lo sucesivo supondremos que todos los sistemas diferenciales que aparezcan
estaran en las condiciones del teorema 9.1.2 en algin intervalo abierto I.

9.1.1 Sistemas homogéneos

Los sistemas diferenciales homogéneos son de la forma

¥ =At)y, (9.3)
es decir, en un sistema homogéneo el término independiente es 0.

Lema 9.1.3 Supongamos que [ es un intervalo abierto en el que el sistema (9.3)
esté en las condiciones del Teorema de Picard, 9.1.2, y sea tg € I. Entonces la tinica
solucion definida en I del problema de Cauchy

{yzAmy
y(to) =0,

esy(t) =0, Vtel.

Demostracion:

Es inmediato ver que y(¢) = 0 es solucion, y por el Teorema de Picard, 9.1.2, ésta
ha de ser la tnica definida en I. <

Teorema 9.1.4 Sea I un intervalo abierto en el cual el sistema homogéneo de
tamano m (9.3) esta en las condiciones del teorema de Picard 9.1.2. Las soluciones
de (9.3) (definidas en ), forman un R-espacio vectorial de dimension m.
Demostracion:

Build 2236 Timestamp 202502091700



9. Ecuaciones diferenciales lineales 161

Sea 8 C CY(I) el conjunto de soluciones de (9.3). Basta probar que 8 es un subespacio
vectorial de dimension m de C'(I).

Veamos primero que es subespacio. Sean u, v € 8 y a, § € R. Tenemos que
u' = A(t)u, v' = A(t)v.
Ahora
(au + pv) =
(por las propiedades de la derivada)
=au + Bv =
(por ser u y v soluciones)
=aA(t)u + SA(t)v =
(por las propiedades de las operaciones matriciales)

= A(t)(au + fv),

luego (au + fv) € 8 y por tanto 8 es subespacio.
Veamos ahora que 8 es de dimension m. Sea tg € I. Definimos la siguiente aplicacion

At() . S — R™
u — u(ty)

Si comprobamos que es un isomorfismo de espacios vectoriales, habremos acabado.
Para ello necesitamos ver que es lineal y biyectiva. Veamos primero que es lineal.
Sean u, ve€8ya, feR.

Ay (au + fv) = (au + fv)(ty) = aul(ty) + Po(ty) = aly,(u) + A (v),

luego Ay, es lineal.

Veamos que es sobreyectiva. Sea y, € R™. Por el teorema de Picard, 9.1.2, el
problema de Cauchy

’y(to) = Yo,

{y’ = A(t)y

tiene una tnica solucién w. Pero

Ao (u) = u(to) = Yo,

y en consecuencia Ay, es sobreyectiva.

Nos queda ver que es inyectiva, para lo cual basta probar que el niicleo se reduce
al cero. Recordemos que el cero de 8 es la aplicacion

0:/] —R™
t—0
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162 9.1. Sistemas diferenciales lineales

Tomemos u € Ker Ay. Se tiene que
0=A4,(u) =ulty),
por lo que u debe ser solucién del problema de Cauchy
y =A(t)y

Pero por el Lema 9.1.3, u debe ser la funcién cero, con lo cual concluye la demos-
tracion. <

Definicion 9.1.5 Llamaremos sistema fundamental de soluciones de (9.3) a toda
base del espacio de soluciones de (9.3). <

Nota 9.1.6 Dado un sistema
(U, ... U

de soluciones de (9.3), de la demostracion del teorema 9.1.4 se sigue que
KT T
es un sistema fundamental de soluciones de (9.3) si y solo si existe tg € I tal que
[wi(to), .-, Um(to)]
es una base de R™. «

Definiciéon 9.1.7 Una matriz fundamental de (9.3) es una matriz ®@(t) cuadrada
m x m de funciones definidas en I tal que sus columnas son un sistema fundamental
de soluciones de (9.3).

Diremos ademas que es principal en un punto to € I si @(ty) es la matriz identidad
de orden m, I,,. <

Proposicion 9.1.8 Son equivalentes
(i) @(t) es una matriz fundamental de (9.3).
(ii) @'(t) = A(t)D(t) y det @(t) # 0, Vt € 1.
(iii) @'(t) = A(t)D(t) y det D(ty) #0, Itg € 1.
N

Propiedades 9.1.9 Sea @(t) una matriz fundamental de (9.3).
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9. Ecuaciones diferenciales lineales 163

1) El conjunto de todas las matrices fundamentales de (9.3) es

{®(t)C / C es una matriz real m x m inversible}.

2) Seaty € I. ®(t)D *(ty) es la matriz fundamental de (9.3) principal en t.

3) Sean ty € I, y, € R™. La soluciéon del problema de Cauchy

{y’ = A(t)y
y(to) =Yy,

es

9.1.2 Sistemas no homogéneos

Sea I un intervalo abierto y consideremos un sistema diferencial lineal de tamafio
m en las condiciones del Teorema de Picard, 9.1.2 en [

y' = A(t)y + b(t). (9.4)
Supondremos ademas que b(t) # 0, en cuyo caso se dice que el sistema es no
homogéneo.
Al sistema

y' =A()y, (9.5)

se le llama sistema homogéneo asociado a (9.4). Es claro que (9.5) también esta en
las condiciones del Teorema de Picard en 1.

Teorema 9.1.10 Si y,(t) es una solucion particular de (9.4) y @(t) es una matriz
fundamental del sistema homogéneo asociado (9.5), entonces la solucion general de
(9.4) es

y(t) =y,(t) + ©(t)c, c € R™.

Timestamp 202502091700 Build 2236



164 9.1. Sistemas diferenciales lineales

Por lo tanto, para resolver el sistema no homogéneo (9.4) basta encontrar una
matriz fundamental @(¢) del homogéneo (9.5) y una soluciéon particular de (9.4).
Veremos a continuacion como la propia matriz fundamental @(¢) nos permitira
encontrar dicha solucién particular.

Para ello, desarrollaremos el llamado método de variacion de las constantes. Se
trata se buscar una solucion de (9.4) que sea de la forma

Y, (1) = ©(t)c(t),

es decir, convertimos en funciones la parte que era constante en la solucién de
(9.5). Ademas fijaremos ty € I e intentaremos que la solucion buscada verifique
y,(to) = 0, es decir, buscamos resolver el problema de Cauchy

F/zA%y+ww 06)

y(to) = 0.
Imponiendo que nuestra y,(t) sea solucion de (9.4), tendremos
(D(t)e(t)) = D(t)e(t) + D(t)c(t) = A(t)D(¢)e(t) + b(t).
Como @(t) es inversible V¢ € I, podemos despejar ¢'(t),
d(t) =07 (t) (A()D(t) — @'(t)) e(t) + b(t)) = ' (1)b(t),

y por lo tanto, ¢(t) se puede obtener integrando. Ajustando la constante de inte-
gracion para que se verifique la condicion inicial del problema de Cauchy (9.6)

y (1) = O (1) / O (5)b(s) ds, (9.7)

por lo que la solucion general de (9.4) es

y(t) = O(t)e + d)(t)/t O '(s)b(s)ds, c € R™. (9.8)

to

Como consecuencia, la solucion del problema de Cauchy

{y:Auw+bm
y(tO) =Yy,
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adoptaré la forma

(1) = @00~ )y, + 0(1) [ 0 ()pls) . 9.9

to

Proposicion 9.1.11 [Principio de superposicion de soluciones]|
Si y,(t) es solucion de y' = A(t)y + b;(t), j = 1,..., k, entonces
k
Z yj (t)a
j=1

es solucién de

k
y' =A(t)y + Z b;(t).

9.1.3 Resolucion de sistemas con coeficientes constantes

Supondremos ahora que la matriz del sistema es constante, es decir, una matriz de
nimeros reales. En este caso proporcionaremos un método efectivo de resolucion.
Basta con saber calcular una matriz fundamental para un sistema homogéneo de
coeficientes constantes. Dicha matriz fundamental resuelve el sistema homogéneo
(ver las propiedades 9.1.9) y también permite resolver cualquier sistema no homogé-
neo con la misma matriz asociada en virtud de la féormula (9.8) que nos proporciona
el método de variacion de las constantes.
Sea por tanto un sistema

y' = Ay, (9.10)

donde A es una matriz de niimeros reales.

Ejemplo 9.1.12 El sistema

/

Y1 1 0 -2 (7
Y2 = 1 -1 -4 Y2 |,
Y3 -1 0 0 Y3

es un sistema diferencial lineal homogéneo de coeficientes constantes, pues su matriz
es una matriz de niimeros reales. <

Observemos que cualquier problema de Cauchy que tenga como EDO a (9.10)
tiene solucion tnica definida en todo R, ya que para I = R el sistema esta en las
condiciones del teorema de Picard 9.1.2.

Para resolver el sistema (9.10) debemos introducir la nociéon de exponencial de
una matriz. Esta nos permitira obtener directamente un sistema fundamental de
soluciones.

Timestamp 202502091700 Build 2236



166 9.1. Sistemas diferenciales lineales

9.1.3.1 La exponencial de una matriz

Definicion 9.1.13 Sea A(t) una matriz m x m de funciones la exponencial de
A(t) es la matriz

o0

A0 =3

k=0

| —

(AW (9.11)

=~

N

No estudiaremos con detalle bajo que condiciones la exponencial de una matriz
esta bien definida. Admitiremos que si A es de coeficientes constantes, entonces
para cada t € R la exponencial de tA esta bien definida. La formula (9.11) queda
en este caso

=3 AR (9.12)

Esta formula (9.12) no se puede utilizar directamente para calcular la exponencial.
Proporcionaremos un sencillo algoritmo, que no justificaremos, para realizar dicho
calculo.

Algoritmo 9.1.14 [Calculo de la exponencial de tA]
Sea A una matriz de nimeros reales m x m. Para calcular ', ejecutaremos el
siguiente procedimiento.

1) Calcular las raices de Pa(x) (polinomio caracteristico de A)
)\1, ceey A € C
con sus multiplicidades respectivas

riy..., 7 € N

2) Considerar la funcion auxiliar dependiente del parametro t
Fa) = e,

3) Calcular por coeficientes indeterminados el polinomio de grado m — 1
p(z) =ag+aw+ -+ @y,
que verifica las m condiciones siguientes
PPN =FfDPN), h=1,...,k, j=0,...,r, — L.

Dicho polinomio siempre existe y es tnico. Sus coeficientes son soluciéon de
un sistema de m ecuaciones lineales con m incoégnitas que siempre va a ser
compatible y determinado para cada t.
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4) Se tiene finalmente que

N

167

Ejemplo 9.1.15 Consideremos la matriz del sistema del Ejemplo 9.1.12

1 0 =2
A= 1 -1 -4
-1 0 O

Apliquemos el Algoritmo 9.1.14.

1) Calculemos las raices del polinomio caracteristico con sus multiplicidades.

11—z 0 -2
Pa(x) = 1 —-1—2 —4|=—-(142)
-1 0 -

cuyas raices son —1, 2 con multiplicidades respectivas 2, 1.

2) Sea

Tendremos que

3) Construimos

11—z

-1

p(x) = ap + a1 + axa?,

de donde

P'(z) = a1 + 2asx.

Imponemos las condiciones

p(=1) = f(-1
p(=1) = f(-1)
p(2) = f(2),
que dan lugar al sistema
ag — a; -+ ag
a; — 2as

ap + 2a1 + 4as

Timestamp 202502091700

te”t .

2t

—2
—T

= —(z+1)*(z-2),
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168 9.1. Sistemas diferenciales lineales

Construimos su matriz ampliada y resolvemos

1 -1 1]et P et s
0 1 —2|tet | 250 1 —2]|te 52
1 2 4| 0 3 3|et—et
—t
1 -1 1|e L, (1 1 lpem
0 1 _2 te—t 3/ 0 ]_ _2 756 t
’ —t
0 0 9|e¥—et—3te? o 0 1 %(@3t_1_3t)
—t
1 —1 0 %(—e3t—l—10+3t)
13515 -t i
2200 10 %(2e3t—2+3t) ALY
2t
0 01 %(e3t—1—3t)

—t

100 %(e3t+8+6t)
—t

010 %(263t—2+3t)

t

e /st
—1-3t
(e )
Asi los coeficientes de p(x) son

—t —t —t

ag = %(eSt + 8+ 6t), ap = %(263t -2+ 3t), ag = %(e?’t —1- 3t>,
y por tanto

—t

p(z) = %(e% + 846t + (2™ — 2+ 3t)z + (¥ — 1 3t)a?).

4) Para evaluar p(x) en A necesitamos calcular

1 0 -2 1 0 —2 30 =2
A? = 1 -1 —4 1 -1 —4 | = 4 1 2
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 2
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Tenemos finalmente

ot 1 00
etA:p(A):? (3 +8+6t)[0 1 0]+
0 0 1
1 0 —2
(23 —243t) | 1 —1 —4 | + (¥ —1-31)
-1 0 0 —
2% 4+ ¢t 0 —2¢% 4 2¢71
2e% —2¢7t — 3te™t 3¢t —2e% 4+ 2¢7F — Gte!
_62t + e—t O €2t + 26—t

N

Ejemplo 9.1.16 Sea la matriz

Calculemos e™*. Tenemos que

Pa(z) = 2* — 22 + 5,

— oW

o = O

(\]

169

cuyas raices son 1+ 2i, 1 — 27, ambas con multiplicidad 1. Consideramos la funciéon

auxiliar
fz) =",
y el polinomio
p(z) = ag + arx.

Imponemos las condiciones

p(1+2i) = f(1+ 2i)
p(l —2i) = f(1—2i),

que nos proporciona el sistema de ecuaciones lineales para obtener ag, a; que tiene

por matriz ampliada

1 142
1 11—

(1420t
o120t |
cuyas soluciones son

1
ap = €' (cos 2t — 5 sen 2t)

1
a; = —e'sen 2t.
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170 9.1. Sistemas diferenciales lineales

Por lo tanto 1
x
p(x) = e'(cos 2t — 5 sen 2t + iet sen 2t),

A o cos2t sen 2t
e”=p(A)=c (—senZt cos2t )’

de donde

N

Ejemplo 9.1.17 Sea

2 -10 0
1 200
A= 1 121
1 -1 1 2

Calculemos €. El polinomio caracteristico de A es
Pa(z) = (1 —2)*(3 - x)%,

por lo que sus raices son 1 y 3 ambas con multiplicidad 2. Sea
flz) =€, fla) =te™.

Necesitamos

p(z) = ag + a1x + axx® + azx®

p(x) = a; + 2ay7 + 3azr?

Imponemos las condiciones

p(1) = f(1)
p(1) = f(1)
p(2) = f(2)
p(2) = f12),

lo que nos lleva al sistema para calcular los coeficientes de p(z) dado por la matriz
ampliada
111 1|¢
012 3|t
139 21| |7
01 6 27|te*

y resolviendo y evaluando el polinomio en A, obtenemos

St et —edt e 0 0

1| —e¥ 46 e¥4ef 0 0
e* = p(A) = 3 9t 9l N
—2tet —2tet et — et 3t et
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9. Ecuaciones diferenciales lineales 171

Propiedades 9.1.18 Sean m € N, A, B matrices de ntimeros reales m x m y
AeR

1) HeAH < el

2) elmxm =1,

3) Mm = e,

4) Si AB = BA, entonces e*® = ¢*¢P| y por lo tanto e™e® = eBel.

5) e* es inversible y ()™t = e A

6) Si P es una matriz m x m inversible y A = P7'BP, entonces ¢ = P~'ePP.
7) Si C(t) es una matriz m x m de funciones de clase €', tal que

CH)C'(t) = C'()C(1),

entonces

Las Propiedades 9.1.18 tienen la consecuencia siguiente

Teorema 9.1.19 Si A es una matriz m X m de ntumeros reales y ty € R, entonces
la matriz

6(t_t0)A7

es la matriz fundamental principal en ¢, del sistema

y = Ay.
<
La solucion general de

y/ = Ay + b<t>7
es
t
y(t) = e +/ e =p(s)ds, ¢ € R", (9.13)

to

donde ty € 1.
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172 9.1. Sistemas diferenciales lineales

La solucion del problema de Cauchy es
Yy = Ay +b(t)
Y(to) = Yo-

sera

t
y(t) = ety +/ e =Ap(s) ds. (9.14)

to

Apliquemos estos resultados a la resoluciéon de algunos problemas de sistemas
diferenciales lineales de coeficientes constantes

Ejemplo 9.1.20 Encontrar la solucion general del sistema
!/

(7 I 0 =2 (0
Yo = 1 -1 -4 Y2 1,
Y3 -1 0 0 Y3

Utilizando la exponencial que calculamos en el Ejemplo 9.1.15 y la férmula (9.13),
la solucion general es

1 2% 4 et 0 —2e* 4 2¢7 c1
y(t) = 3 2% — 27t —3te™t 3et —2e% +2¢7! — 6Gte”! co |, c1,09,c3 €R.
—e¥ et 0 e?t 4+ 2¢7! C3

N

Ejemplo 9.1.21 Resolver el problema de Cauchy

;L 1 2 cos 2t
v= -2 1 v+ —sen 2t
y(0) = (1,0).

La exponencial obtenida en el Ejemplo 9.1.16 es la matriz fundamental principal
en 0 del sistema homogéneo asociado. Aplicando (9.14), las solucion buscada es

(1) = ‘ cos2t sen 2t 1
SI=C\ —sen2t cos2t) \0
t
. / ot cos2(t —s) sen2(t— s) cos 25 ds
0 —sen2(t —s) cos2(t—s) /) \ —sen2s

_ ot ( cos 2t> . /t ( e"*(cos 2(t — s) cos 25 — sen 2(t — s) sen 25)) ds
0

— sen 2t —e"(sen 2(t — s) cos 25 + cos 2(t — s) sen 2s)
I cos 2t (e —1)cos2t\ ., cos 2t
— ¢ (—Sen2t> + ((1—et) sen2t | (2 =1) —sen 2t
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Ejemplo 9.1.22 Calcular la solucién general de

2 -1 00
, -1 200
Y= 1 1 21|¥
-1 -1 1 2
Utilizando la exponencial calculada en 9.1.17, la solucién es
ettt —edt el 0 0 c1
1| =¥+t 3 4e 0 0 Cy
y<t) - 5 2tet 2t€t €3t + et €3t o et s , C1,C2,C3,Cy € R.

—2tet —otet et — et e 4 et 4

9.2 La ecuacion lineal de orden n

Sean € N, I € R un intervalo abierto y
aiy...,0n,0: 1 — R |
continuas en . Escribiremos una ecuacion lineal de orden n como
Y™+ ar )y + -t o ()Y + an(t)y = b(1). (9.15)

La funcion b(t) recibe el nombre de término independiente.
Un problema de Cauchy sera de la forma

Y™ a1y 4 4 e (DY + an(t)y = b(2).
, (9.16)
y(te) = ag, y'(to) = ar,..., " V(to) = s
conty €1, ag,...a,_1 € R.
La ecuacion lineal homogénea asociada a (9.15) es
Y™ 4 a (Y 4+ an ()Y + an(t)y = 0. (9.17)

Utilizando los resultados de § 7.2.5, podemos construir el sistema diferencial lineal
de tamano n asociado a (9.15)

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Yy = : : : - : y+1| | (9.18)
0 0 0 . 1 0
—a,(t) —an_1(t) —an_o(t) ... —aq(t) b(t)

con y = (ylv"‘vy’rL)‘
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174 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

Proposicién 9.2.1 Son equivalentes:

(1) y(t) = (yi(t),...,yn(t)) es solucion de (9.18).

(ii) yi(t) es solucion de (9.15) y

y(®) = (0,10, " V)

<

0 1 0 . 0
0 0 1 e 0
Y = : : : ST 72 (9.19)
0 0 0 e 1
—ap(t) —ap_1(t) —an_o(t) ... —ay(t)

que es un sistema homogéneo. También tenemos
Proposicién 9.2.2 Son equivalentes:
(1) y(t) = (yi(t),...,yn(t)) es solucion de (9.19).

(ii) yi(t) es solucion de (9.17) y

y(®) = (0,10, V)
<

El problema de Cauchy (9.16) también tiene se traduce a un problema de Cauchy
para sistemas

(

0 1 0 0 0
0 0 1 0
Y = : : : S A IR
0 0 0 e 1 0
—an(t) —a,_1(t) —an_o(t) ... —ay(t) b(t)
(Y1) = a0, ya(to) = an, ..., Yn(to) = ans

y por supuesto se tiene que

Proposiciéon 9.2.3 Son equivalentes:
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9. Ecuaciones diferenciales lineales 175

(1) y(t) = (yi(t), ..., yn(t)) es solucion de (9.20).

(ii) y1(t) es solucion de (9.16) y
y(®) = (18,90, "0

<

Todo lo anterior tiene unas consecuencias que detallaremos a continuaciéon

Propiedades 9.2.4

1) El problema de Cauchy (9.16) tiene soluciéon tnica en /. Esta es la version
del Teorema de Picard para ecuaciones lineales.

2) Las soluciones de la ecuacion homogénea (9.17) forman un R-espacio vectorial
de dimension n. Llamaremos sistema fundamental de soluciones de (9.17) a
toda base del espacio de soluciones de (9.17).

3) Todo sistema fundamental de soluciones de (9.17) forma la primera fila de
alguna matriz fundamental de (9.19)

4) Mas concretamente, para [uy,. .., u,][t] soluciones de (9.17) las siguientes
condiciones son equivalentes

(1) [wi(t),...,u,t)] es un sistema fundamental de soluciones de (9.17).

(ii) La matriz wronskiana

uy(t) ult) o ut)

R N )
I  CRN e

es un sistema fundamental de soluciones de (9.19).

(iii) El wronskiano

w0 L e
u ) W) u )
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176 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

(iv) El wronskiano

uy(to) ufto) o0 uto)
uy(to) uyto) -0 wto) T
: : .. : ) 0 :
T (YT 7 BRI e (7

5) La solucion general de (9.15) se obtiene sumando una soluciéon particular de
(9.15) a la solucion general de (9.17).

6) Se puede obtener una solucion particular mediante el método de variacion de
las constantes, que adaptado a la ecuacion (9.15) consiste en

6.1) Obtener un sistema fundamental de soluciones de (9.17)
[, ..., u[t].

6.2) Encontrar las funciones ¢(t) = (cy,. .., ¢,) [t] que proporciona el método
de variacion de las constantes para sistemas visto en § 9.1.2 para el
sistema (9.18) y para la matriz fundamental

uy(t) ult) o w(t)

o) ugw ugw 5 u%w
u ) WS - u )

6.3) La solucion particular buscada es
u(t) =c1()ur(t) + - + cn(t)un ().
Q

Proposicion 9.2.5 [Principio de superposicién de soluciones]
Sean k € N, Aq,..., \p € Ry by(t),...,b(t) funciones continuas en el intervalo 1.
Si para cada j = 1,...,k, u;(t) es una solucion de

Y™+ ar(t)y ™Y 4 an ()Y + an(t)y = by(2),

entonces
u(t) = Mug(t) + - - - + Apug(t),

es solucién de

Y™ 4 al(t)y(”_l) + ot a1 ()Y + an(t)y = Mbi(t) + - + Abe(2).
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9.2.1 Coeficientes constantes

Cuando las funciones aq(t), ..., a,(t) son constantes, se dice que la ecuacion lineal
de orden n es de coeficientes constantes. En este caso, la ecuacion adopta la forma

y(”) + aly(nfl) + ..o+ anfly/ —+ anly = b(t>7 (921)

con ay,...,a, € Ry b(t) continua en un intervalo abierto I.
La ecuacion homogénea asociada, es ahora

™+ a4 a1y + any = 0. (9.22)
Obsérvese que en el caso homogéneo, el intervalo donde hay existencia y unicidad
para las soluciones es todo R.
9.2.1.1 Resolucidén de la ecuacién homogénea

Como el sistema diferencial lineal asociado a una ecuacion lineal de orden n es
también de coeficientes constantes, por lo expuesto anteriormente bastaria resolver
aquél para resolver la ecuacion.

Ejemplo 9.2.6 Se considera
y" +4y = 0.

Calcularemos un sistema fundamental de soluciones resolviendo el sistema asociado

;o 0 1
Y=\ 4 0)¥
Utilizando el algoritmo para el calculo de la exponencial, llegamos a

1
cos 2t 5 sen 2t
—2sen2t cos2t

por lo que su primera fila nos proporciona el sistema fundamental de soluciones
para la ecuacion

1
[cos 2t, 5 sen 2t].

Es inmediato ver que
[cos 2t, sen 2t],

es otro sistema fundamental de soluciones. <

Veremos a continuaciéon un método directo para calcular un sistema fundamental
de soluciones, aunque en general no proporciona el mismo sistema fundamental
que el método anterior ilustrado en el Ejemplo 9.2.6.
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178 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

Algoritmo 9.2.7 Partimos de la ecuacion (9.22) y obtendremos un sistema fun-
damental de soluciones.

1) Calcular el polinomio caracteristico de (9.22), que por definicion es
P(z)=a2"+a2" '+ + ap_17 + ayp,

y obtener todas sus raices
AL, € C

junto con sus multiplicidades respectivas

ri,...,Tr € N.
2) Considerar la funcion auxiliar
flx) =e™.
3) Las n funciones siguientes

FOu), ), fO Y 0)

f()‘k)a f/(>\k:)7 s 7f(rk71)()‘k)7
son un sistema fundamental de soluciones de (9.22)

N

Ejemplo 9.2.8
y/// _ y// o 5y/ . ?)y — 0

Su polinomio caracteristico es
P(x)=2°—2> -5z — 3= (z - 3)(z + 1)
Por tanto sus raices son 3 y —1 con multiplicidades respectivas 1 y 2. Ahora
flx) =€, flz) =te™,
de donde un sistema fundamental de soluciones es
[F(3), F(=1), f(=1)] = [e¥, ™", te"].
Si hubiéramos calculado un sistema fundamental de soluciones mediante la expo-
nencial del sistema asociado como en el ejemplo 9.2.6, hubiéramos obtenido
[1215 + et + 15e_t, 4t + et — 1€_t7 12t -t 1€_t]7
16 8 16

que es mucho més complicado. <
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Ejemplo 9.2.9
y® — 7yW 4 19y — 25y" + 16y — 4y = 0.
Su polinomio caracteristico es
P(x) = 2° — 72" +192° — 252% + 160 — 4 = (z — 1)3(x — 2)%.
Sus raices son 1 y 2 con multiplicidades respectivas 3 y 2. Necesitamos considerar
F@) = e, flo) = te, [z) = Pe,
por lo que un sistema fundamental de soluciones es
[F(1), (1), (1), f(2), F12)] = [ te’, %", e te™].

Con la exponencial del sistema asociado tendriamos

[(2t — 7)e* + 2(1% + 2t + 4)e’, (24 — Tt)e* — 2(3t% + 8t + 12)é’,

(9t — 30)e* + (1?;_752 4 21t + 30)e, (16 — 5t)e* — (3t* + 11t + 16)e’,

2

(t—3)e* + (5 + 2t + 3)é'].

<

Ejemplo 9.2.10
v +4y = 0.

El polinomio caracteristico es
P(x) = 2° + 4 = (v — 2i)(z + 2i).
Sus raices son 2¢ y —2i con multiplicidad 1 las dos. Consideramos
fla) =e",
por lo que un sistema fundamental de soluciones es
[£(20), f(—2i)] = [*", e7 "] = [cos 2t + i sen 2t, cos 2t — i sen 2t].

Vemos que aparecen funciones complejas, lo cual no es adecuado al problema que
nosotros consideramos, que es real. Si llamamos

v1(t) = cos 2t + i sen 2t, vy(t) = cos 2t — isen 2t,
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180 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

Entonces las funciones

1 1
U1<t) = 51)1 + §U2

1 1
U2<t> = ZUI — ZUQ,

también seran un sistema fundamental de soluciones, puesto que la matriz

1 1
2 2
1 1]’
2% 2

es inversible. Pero puesto que vy y vy son conjugadas, u; es la parte real de vy y
uy su parte imaginaria, luego son funciones reales. De este modo obtenemos un
sistema fundamental de soluciones formado por funciones reales

[u1, ug] = [cos 2t, sen 2t].
N

Lo que se ha hecho en el Ejemplo 9.2.10 es completamente general. Siempre que
nos aparezca una solucion compleja, apareceré también su conjugada, con lo cual
se podran sustituir las dos por la parte real y la parte imaginaria de una de ellas,
para conseguir finalmente un sistema fundamental de soluciones reales.

9.2.1.2 Resolucién de la ecuacién no homogénea

Para resolver un sistema homogéneo, bastaria resolver el homogéneo y luego aplicar
el método de variacion de las constantes al sistema diferencial asociado para calcular
una solucién particular del sistema no homogéneo.

Ejemplo 9.2.11 Resolveremos el problema de Cauchy
y" + 4y = sent

y(0) = 1,y/(0) = 0.

1) Primero necesitamos obtener un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea asociada. Eso ya lo hicimos en el Ejemplo 9.2.10. Tenemos
asi

[u1, ug] = [cos 2t, sen 2t].
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2) Resolvemos el problema de Cauchy homogéneo asociado

y// + 4y — O
(9.23)

Buscamos una solucién de la forma
u(t) = crui(t) + coua(t) = ¢1 cos 2t + co sen 2t,
a la que imponemos las condiciones iniciales

w(0) =1<=cyco80+cesen)=1<=c¢; =1
w(0) =0 <= —c¢1sen0+ cyco80 =0 < ¢, = 0.

Por lo tanto u(t) = cos 2t.
3) Calculamos ahora la soluciéon de

y" + 4y = sent

por el método de variacién de las constantes para el problema de Cauchy

asociado,
;o 0 1 . 0
Y714 0) Y7 Lsent (9.24)

y(O) = (07 0)'

Una matriz fundamental para el sistema homogéneo asociado es la matriz
wronskiana del sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea
calculado antes,

O(t) = ur(t) we(t)\ [ cos2t  sen2t
S\ uy(t) wuyt) ) \ —2sen2t 2cos2t
La formula (9.7) que proporciona el método de variacion de las constantes,
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182 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

nos dice que la solucion de (9.24) es

1
t [ cos2s ——sen?2s
O(t) 2 U ds
0 1 sen s

sen 2s — CoS 2s
2

|
/ ——sen2ssensds
0 2

1
t —ésen%sens
CD(t)/ ds = O(¢)
0

1 t
—cos2ssen s —cos2ssen sds
2 0 2

1/1
( cos 2t sen 2t ) 4 (5 sen 3t — sen t)

—2sen2t 2cos2t 1 ; 1 2t 2
— | cost — =cos 3t — =
4 3 3

La solucion u,(t) de (9.23) es la primera componente de w,(t), por lo tanto
del producto de matrices anterior, sélo calculamos la primera fila de ©(t) por
la matriz columna, resultando que

1 1 1 2
up(t) =1 ((5 sen 3t — sent) cos 2t + (cost — g cos 3t — 5) sen 2t> =

1
§(1 — cost)sent.

La soluciéon al problema de Cauchy inicial es

1
u,(t) + u(t) = 5(1 — cost)sent + cos 2t.
4

No obstante, este método, aunque completamente general, suele ser bastante
costoso. Afortunadamente, en ciertos casos especiales resulta mas sencillo obtener
una solucion particular, como veremos a continuacion. Utilizaremos el principio de
superposicion de soluciones, 9.2.5 y el resultado siguiente.

Proposicion 9.2.12 Si en la ecuaciéon (9.21), el término independiente es de la
forma

b(t) = e™(p(t) cos Bt + q(t) sen Bt), (9.25)
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donde a, 5 € R y p(t),q(t) son polinomios en t, entonces existe una solucion
particular de (9.21) de la forma

uy(t) = t"e™ (p(t) cos Bt + G(t) sen Bt), (9.26)

donde p(t), ¢(t) son polinomios en ¢ de grado menor o igual que el méximo de los
grados de py ¢ y el valor r € NU {0} es la multiplicidad de « + i3 como raiz del
polinomio caracteristico de (9.21). <

En la préctica la solucion (9.26) se busca escribiendo los polinomios p y ¢ con
coeficientes indeterminados e imponiendo que u,(t) sea solucion de (9.21). Esto
nos proporciona un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son dichos
coeficientes indeterminados.

Obsérvese que combinando la Proposicién 9.2.12 con el principio de superposicion
de soluciones, 9.2.5, en caso de que en la ecuacion (9.21) el término independiente

sea una combinacion lineal de términos by(t), ..., byt), cada uno de ellos de la forma
(9.25)
k
b(t) = > Abs(t),
j=1
entonces para cada j = 1,...,k podriamos obtener una solucion particular u,; de

la forma (9.26) para el problema
Y™+ ay™ Y ot any + any = b(t),

en cuyo caso una solucién particular del problema total seria

k
uy(t) = Z Aty (t).

Ejemplo 9.2.13 Calculemos la solucion general de

yW — 10y" + 38y" — 66y’ + 45y = 5te! cos 2t + 4e* — 6t%e> — 2te* sent + 3te
+ 10£3e" cos 2t + e* cost — 10e! sen 2t.

Primero resolvamos el problema homogéneo asociado
y@ —10y" + 38y" — 66y’ 4+ 45y = 0
El polinomio caracteristico es

P(x) = 2" — 102* + 3827 — 66z + 45,

Timestamp 202502091700 Build 2236



184 9.2. La ecuaciodn lineal de orden n

cuyas rafces son 2 + i, 2 — ¢ y 3 con multiplicidades 1, 1 y 2. Por tanto un sistema
fundamental de soluciones es

[e* te* e cost,e* sent].

Ahora vamos a calcular una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea.
Debemos agrupar convenientemente el término independiente

b(t) = 5te' cos 2t + 4e — 6123 — 2te* sent + 3te* + 10t3e’ cos 2t
+ e* cost — 10e’ sen 2t
= e?(cost — 2tsent) + 3e¥ (t — 2t?)
+ 5el((t + 2t%) cos 2t — 2sen 2t) + 4e’.

Sean

Cada una de estas funciones b; es de la forma (9.25). Nuestro problema original es
y @ — 10y" + 38y" — 66y’ + 45y = by (t) + 3ba(t) + 5bs(t) + 4by(t).

Por tanto calcularemos soluciones particulares para cuatro ecuaciones a cada una
de las cuales podremos aplicarle 9.2.5.

1)
y W — 109" + 38y" — 66y’ + 45y = by (t) = €*(cost — 2t sent).

En este caso tendremos a@ = 2, f = 1, p(t) = 1, ¢(t) = —2¢ y por tanto el
grado de p y ¢ deberé ser 1. Como 2 + ¢ es raiz del polinomio caracteristico
con multiplicidad 1, tenemos que r = 1. Asi la solucién buscada es de la
forma

up (t) = te® ((Ag + Ait) cost + (Bo + Bit) sent).

Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos

8A te* cost + (4Ag — 12B; — 1 — 8A;)e* cost+
(8By + 2)te* sent + (—8By + 4By + 124, )e* sent = 0,
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lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

0 8 0 0| O
0 12 4 -8, 0
4 -8 0 -—12 11’
0O 00 81 —2
en las variables
Ay, Ay, By, By
Resolviendo
Ay= -1 A4 =0, By= -1 B =1
0 , Al ,» Do 5 Pl 1
de donde

1
up () = theZt(Q cost — (2 +t)sent).
2)
y@ —10y" + 38y — 66y’ + 45y = by(t) = 3 (t — 2t7).

En este caso tendremos a = 3, 3 = 0, p(t) =t — 2t*, q(t) = 0 y por tanto
el grado de p debera ser 2. Como 3 es raiz del polinomio caracteristico con
multiplicidad 2, tenemos que r = 2. Asi la soluciéon buscada es de la forma

Up2 (t) = tzegt(Ao + Alt + Agtz).
Imponiendo que sea solucion de la ecuacion y agrupando, obtenemos
(24A5 + 2)t%e® + (12A; + 484, — 1)te 4 (440 + 2445 + 124,)e* = 0,

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

4 12 24 0

0 0 24|-2],

0 12 48 1
en las variables

A07 A17 AZ-
Resolviendo 3 . .
- _° Y
AO A y Al 12 ) 2 12 )

de donde
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3)
Y 10y" 4 38y" — 66y’ + 45y = bs(t) = €' ((t + 2t°) cos 2t — 2sen 2t).

En este caso tendremos a = 1, 8 = 2, p(t) =t +2t3, q(t) = —2 y por tanto el
grado de p y ¢ debera ser 3. Como 14 2i no es raiz del polinomio caracteristico,
tenemos que r = 0. Asi la solucién buscada es de la forma

up3(t) = €' ((Ag + Ast + Agt? + Ast?®) cos 2t + (By + Byt + Bot® + Bst®) sen 2t).
Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos

(—32A0 + 56A; — 20Ay — 36A3 + 168, + 248, — 72B, + 48Bs)e’ cos 2t
(—32A; + 1124, — 6043 + 16 B, + 48 By — 216 B3 — 1)te' cos 2t

(—32A3 + 16 B3 — 2)t°¢’ cos 2t

(—32A5 + 16843 + 16 B, + 72Bs)te’ cos 2t

(—16Ag — 24A; + T2A, — 48A3 — 32By + 56 B; — 208, — 36 B3 + 2)e' sen 2t
(—16A; — 48Ay + 21645 — 32B; + 1128, — 60Bs)te’ sen 2t)

(—16A3 — 32B3)t%c! sen 2t

+ (—=16Ay — 7245 — 328, + 168B3)t%e' sen 2t = 0,

+
+
+
+
+
+

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

0 —32 112 —-60 0 16 48 —216]| 1
O 0 0 -32 0 0 0 16| 2
0 0 —-32 168 0 0 16 72| 0
0 —16 —48 216 0 —-32 112 —60| O
O 0 0 —-16 0 0 0 -32/ ol
0 0 —16 —72 0 0 —32 168| 0
32 56 —20 —36 16 24 —72 48| 0
16 —24 T2 —48 —32 56 —20 —36]| -2
en las variables
A07 Al7 A27 A37 BOa Bl7 827 BS'
Resolviendo
11357 1337 2,1
07 920000" “t 40007 77 400 P 20
403 521 111 1
By= — By =—— By=-— Bg=—
07 95007 7t 10007 T 4000 TP 40’
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de donde

' ((11357 + 6685t — 1350t* — 1000t*) cos 2t+
(3224 + 10420t + 5550t + 500t*) sen 2t).

s(t) = 55000

4)
y@ —10y" + 38y" — 66y’ + 45y = by(t)e".
En este caso tendremos o =1, 5 =0, p(t) =1, ¢(t) = 0 y por tanto el grado

de p y ¢ debera ser 0. Como 1 no es raiz del polinomio caracteristico, tenemos
que r = 0. Asfi la soluciéon buscada es de la forma

Up4<t) = €tA0.
Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos
(8140 — 1)€t = O,

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

(8]1),

en la variable

Ap.

Resolviendo

de donde

upa(t) = <€’

Por el principio de superposicién de soluciones, 9.2.5, una solucién particular del
sistema de partida es

Up(t) = up1 (1) + Bupe(t) + duys(t) + dupa(t).
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y la solucién general buscada es

y(t) = uy(t) + c1® + cote® + cze* cost + e sent

= upn (t) + Bupa(t) + Buys(t) + dupa(t) + cre® + cote® + cze® cost + coe sent

1 1, .
= Zt62t<2 cost — (2+t)sent) + the‘“(—9 + 5t — %)

+ e'((11357 + 6685t — 1350¢* — 1000t*) cos 2t

4000
1
+ (3224 + 10420t + 5550¢> + 500¢°) sen 2t) + §et

+ 163 + cote® + c3e®t cost + cpe?t sent,

con ¢y, ¢, c3, ¢4 € R.

9.2.2 La ecuaciéon de Euler

La ecuaciéon de Euler es de la forma
(ct +d)"y'™ + ay(ct + d)" 'y o a, (et +d)y Fany = b(t),  (9.27)

conn € N, ay,...,a,,¢,d € R, ¢ # 0, y donde se supone que existe I intervalo
abierto con b:I — R continua.

Para ct + d > 0, el cambio de variable independiente ct + d = e la convierte en
una ecuacion lineal de coeficientes constantes.

Para ct + d < 0, el cambio de variable independiente ct + d = —e* la convierte en
una ecuacion lineal de coeficientes constantes.

9.3 Ejercicios

Ejercicio 9.1 Calcular la exponencial de tA, siendo A cada una de las matrices
siguientes.

) (01 —2 2 -1
{1 o d -2 1 o0

21 0
0 1
) (1)

2 0 1

31 e) {020

C)(—11) 01 3
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Ejercicio 9.2 Resolver los problemas de Cauchy
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190 9.3. Ejercicios

3 -2 4

) y=[4 -3 8|y
1 -1 3
y(1) = (1,4,2)

Ejercicio 9.3 Sea el sistema diferencial lineal

Yy = (i ;) y + b(x).

a) Sib(z) = (**,0), calcular una solucién particular del sistema de la forma
e**u, con u € R%

b) Si b(xz) = (e%,0), calcular una soluciéon particular del sistema de la forma
e’ (a + bx,c+ dx), con a,b,c,d € R.

Ejercicio 9.4 Sean m € N, A una matriz de numeros reales m x m tal que 0 no
es valor propio de A 'y b € R™. Probar que existe u € R™ tal que y,(t) = u es una
solucion del sistema.

y = Ay +b.

Calcular la solucion general de los sistemas
)y = 5 —2 n 2
VY =l4 1)¥ ) b) y =

Ejercicio 9.5 Sea a € R. Resolver el problema de Cauchy

S O N
= NN O
w o =
<
+
=N W

a+1 -1 1 1
y = 1 a—-1 1]y+|1
0 0 a 0

y(0) = (1,0,—-1)

Ejercicio 9.6 Sean m € N A una matriz de nimeros reales m X m e yo(t) una
solucion de y' = Ay. Probar que tyo(t) es solucion de y' = Ay + yo(t).
Calcular la soluciéon general del sistema

1 =1 0 et
y=[(1 1 —1]y+]{0
2 0 -1 et

Build 2236 Timestamp 202502091700



9. Ecuaciones diferenciales lineales 191

Ejercicio 9.7 Calcular la soluciéon general de

1 ¢t 0 te!
y=[0 1 t]y+ |2
0 0 1 0

Ejercicio 9.8 Calcular un sistema fundamental de soluciones para cada una de
las siguientes ecuaciones

a) 3" + Ay =0, siendo \ € R. f) v =3y + 3y —y=0.
" / .
b)y —y—2y—0. g) t2y”+ty'—4y:0.
c) v =2y +y=0.
d) ' —6y + 13y = 0.

1" " ’ i) " _2 "=
e) vy —y'+9% — 9y =0. Dy + 17y =0

h) 2%y — xy' + 2y = 0.

Ejercicio 9.9 Comprobar que [t,te'] es un sistema fundamental de soluciones de
t2y —t(t +2)y + (t+2)y = 0.

Ejercicio 9.10 Encontrar las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
que tienen por solucién general

a) e’ + e " e, 0 €R d) cit + e, 1,0 €R.
b) ¢ cost + cosent, ¢p,co € R. e) cit + cosent, ¢p,c € R.
c) (c1 + cat)el, c1,00 € R. f) cie'sent + coel cost, c1, 0o € R.

Ejercicio 9.11 Resolver los problemas de Cauchy

y" =y + 4y — 4y =0 y' — by + 6y = (12t — T)e*
a) c)
y(0) =1, y(0) = -1, y"(0) =1 y(0) =0, y(0) =1
y'"+y’=0 t2y//_2y:t3€t
b) d)
y(m) =0, y(x) =2, y'(7) = —1 y(1) =0, y(1) =1

y(4) +4y/// + 5y// +4y/ +4y =0
e)
y(0) =1, y(0) = -1, 4"0) = -1, y"(0) =1

Ejercicio 9.12 Calcular la soluciéon general de
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192 9.3. Ejercicios

a) y'+y=tsen2t — 1. f) 2%y’ + 2zy = 1.

b) y® + 2" +y =t g) y' =3y +2y = x(z + 1)e*.

c) iy —y=te. h) zy" +¢' = 1.

d) v’ — 4y + 5y = 1 + € sent. i) %"+ 267" — by +y = 1267,
" . 1 . 7 ’ _ e’

e)y—l—y—logt—t—z. J)y—2y+y—;.

k) y@ — 129" + 46" — 60y’ + 25y = €.

l) y/// _ y// _ y/ + Yy = tet + 26_3t + cost.
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frontera, 6
funcioén, 15
acotada, 22
constante, 16
continua
en un conjunto, 25
en un punto, 25
derivable
en un abierto, 49
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