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Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1 Introduccion

En esta asignatura estudiaremos un tipo especial de ecuaciones en las que las
incognitas seran funciones reales de una tnica variable real. Estas ecuaciones
estaran constituidas por los siguientes elementos:

1) Apareceran obligatoriamente derivadas de las funciones incognitas (de orden
uno y/o superior).

2) Podréan aparecer las propias funciones incognitas.
3) Podré aparecer la variable de dichas funciones.

Llamaremos a este tipo de ecuaciones ecuaciones diferenciales ordinarias, abrevia-
damente EDO.

También estudiaremos sistemas de EDO. Siempre consideraremos sistemas con
el mismo numero de ecuaciones que de funciones incégnita. Por lo tanto cuando
trabajemos con una sola EDO, tendremos una sola funcién incognita.

Veamos algunos ejemplos sencillos que nos mostraran céomo este tipo de ecua-
ciones surgen de manera natural en ciertos contextos.

Ejemplo 1.1.1 Consideremos el calculo de primitivas. Supongamos que tenemos
una funciéon f(¢) y queremos calcular una primitiva suya y(¢). Normalmente escri-
bimos este problema como

y(t) = / f(t)dt. (1.1)

Utilizando la definicion de primitiva, (1.1) es equivalente a

y(t) = f(2). (1.2)



2 1.1. Introduccién

La ecuacion (1.2) es una EDO, donde se supone que f es conocida e y es la funciéon
incognita.
Asi, concretando un poco mas, obtener las primitivas de, por ejemplo, sen®t
equivale a resolver la EDO
y(t) = sen’t,

donde y(t) seria la funcioén incognita y cuyas soluciones son

_ t —sentcost

. cER.
5 +c c

y(t)
<

Nota 1.1.2 [Hechos fundamentales]
Por supuesto (1.2) es el tipo de EDO maés simple que se puede formular, pero aun
asi podemos observar varios hechos fundamentales

1) Si f es continua, podemos garantizar que (1.2) tienen solucién, pero en
otro caso no podemos afirmar nada. Por tanto no se pueden plantear EDO
arbitrariamente y esperar que tengan solucion.

2) Cuando (1.2) tiene solucion, ésta no es tnica. Es bien sabido que si una
funcién admite primitiva, entonces admite infinitas.

3) En ocasiones se sabe que (1.2) tiene soluciéon, pero no se puede calcular
explicitamente. Recordemos que hay integrales indefinidas como

t
sen a
t

que no salen, como se decia en Bachillerato. Por lo tanto la EDO

no se puede resolver explicitamente, aunque se sabe que tiene soluciones.

<
Ejemplo 1.1.3 Consideremos la EDO
y/(t) = sen*t. (1.3)

Podriamos resolver esta ecuacion utilizando técnicas elementales de calculo de
primitivas. Sabemos que y(t) = (y')(t), luego %/(t) debe ser una primitiva de sen®¢.

Por tanto
- t —sentcost

y(t) = 5 +c1, ¢ €R,
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1. Conceptos basicos 3

de donde

1 1
y(t) = 1 cos®t + ZtQ + it + e, concp, e € R

Vemos asi que en una EDO pueden aparecer derivadas de orden superior de la
incognita. <

Ejemplo 1.1.4 Consideremos una funcién derivable y(z) tal que por cada punto
P de su gréfica, la recta tangente a y(x) en P es perpendicular al vector posicion
de P.

Un punto genérico del grafo de y(z) es (x,y(z)), y este es su vector posicion.
Por la interpretacion geométrica de la derivada, sabemos que un vector director de
la recta tangente en (z,y(z)) es (1,y(z)). Ahora

(z,y(x)) L (L,y(z)) <= 0= (z,y(z)) - (Ly(2)) = = + y(x)y(2),
luego y(z) debe verificar la EDO
y(z)y(x) +x = 0. (1.4)

Vemos en este ejemplo que un problema geométrico se transforma en un problema

de EDO. «

Nota 1.1.5 [Problemas geométricos|
Debido a la interpretacion geométrica de la derivada, muchos problemas geométricos
pueden ser descritos y estudiados mediante EDO, como en el Ejemplo 1.1.4.
Observemos que la EDO (1.4) es significativamente mas complicada que las
que aparecian en los Ejemplos 1.1.1 y 1.1.3. En (1.4) aparecen explicitamente una
derivada de la funcién incégnita y la variable de la funcion, pero a diferencia de
las EDO de los ejemplos 1.1.1 y 1.1.3, ahora también aparece la propia funciéon
incognita. <

Nota 1.1.6 [Simplificando las notaciones]

La escritura de la ecuacion (1.4) comienza a ser un poco engorrosa. Es habitual,
cuando se sabe o se puede deducir cuél es la variable de la que depende la funcién
incognita, omitir la evaluacion explicita en esa variable. Asi la ecuacion (1.4) podria
escribirse de manera més comoda como

vy +x =0. (1.5)

Si en un enunciado nos propusiesen la EDO (1.5) sin més explicaciones, sabriamos
inmediatamente que y es la funciéon incognita, pues aparece en la expresion alguna
derivada suya.
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4 1.1. Introduccién

Deberiamos suponer ademas que x es la variable de la funcion y (por tanto
la variable respecto de la cual se deriva y), ya que en caso de no serlo deberian
advertirnos que era una constante o parametro del problema.

Otra cosa bastante molesta es la nomenclatura que estamos utilizando para y y
x. Referirse a y como la funcién incognita y a x como la variable de la que depende
y no parece muy adecuado. Se suele llamar a y la variable dependiente de la EDO
y a x la variable independiente.

Al principio esto puede resultar algo confuso. Cuando trabajamos con ecuaciones
del tipo que sea, solemos identificar la palabra variable con la palabra incdgnita. En
una EDO las incégnitas son exclusivamente las variables dependientes. La variable
independiente no es una incégnita de la ecuacion (no hay que despejarla). No es
més que una variable de la cual dependen las soluciones de la EDO. «

Ejemplo 1.1.7 Consideremos un mévil puntual con movimiento rectilineo. Su-
pongamos que su velocidad es proporcional a su desplazamiento desde el origen.
Veamos cémo podemos describir dicho movimiento.

Sea t la variable que representa el tiempo. En cada instante de tiempo t, la
posicion del objeto queda determinada por una coordenada x(t), una vez fijado el
origen de la recta por la que se desplaza.

Sabemos que la derivada de la posicion puede ser interpretada como la velocidad,
por lo que la velocidad en el instante ¢ sera z/(¢). Por las condiciones que nos dan,
existe un constante a € R

2(t) = ax(t), (1.6)

que es una ecuacion diferencial. <

Nota 1.1.8 [Mas sobre notaciones]
Como antes, podemos escribir la ecuacion (1.6)

= az. (1.7)

A la vista de la ecuacion, queda claro que x es la variable dependiente, pero ;Cual
es la independiente? Si en enunciado nos presentan la ecuacion (1.7) sin mas
informacion, considerariamos que « es la variable independiente, pero entonces
(1.7) serfa otra ecuacion que no tiene nada que ver con (1.6). Si nos presentan la
ecuacion (1.7) para referirse a la (1.6), nos tendrian que decir explicitamente que «
es un parametro o una constante.

Imaginemos ahora que nos proporcionan (1.7) diciéndonos ademés que « es un
parametro. Vemos que la variable independiente no aparece explicitamente. Salvo
que nos dijesen lo contrario, podriamos usar cualquier simbolo (distinto de z y «,
por supuesto) para denotar la variable independiente.

., Qué simbolos se suelen utilizar para denotar a las variables dependientes e
independientes en una EDO? No hay nada predeterminado. Por ejemplo, nosotros
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1. Conceptos basicos 5

hemos utilizado = en el ejemplo 1.1.4 para la variable independiente pero sin
embargo, en el Ejemplo 1.1.7 hemos denotado por z a la variable dependiente.

No obstante, a veces se observa cierta tendencia a utilizar x, y, z para las
variables dependientes y t para la independiente, sobre todo en EDO utilizadas
para modelizar fenémenos fisicos en los que la variable independiente representa el
tiempo. <

Nota 1.1.9 [Las EDO y la Fisica]

La Fisica es una fuente inagotable de EDO ftiles. Por ejemplo, a la hora de describir
fendmenos en Mecanica, las derivadas representan velocidades o aceleraciones. Es
muy comun conocer las fuerzas que actiian sobre un sistema. Muchas leyes de la
fisica (por ejemplo las de Newton) establecen relaciones entre fuerzas, aceleraciones
y momentos (aparece la velocidad), y asi el planteamiento de un sistema de EDO
esta servido. <

Ejemplo 1.1.10 Un objeto puntual de masa 1 se mueve en un plano. Sobre él se
aplica una fuerza con valor
_>\2 (Ia y)
(@, )l

para cada punto (z,y) del plano, donde A # 0 es una constante.
Si (z(t),y(t)) es la posicion del movil en cada instante de tiempo t, por la
segunda ley de Newton se tiene que

—

z,y)

(z(t),y(t))" = —A Tz o)l

e igualando componente a componente,

21 = —)\2 x(t)

W= i sar
7/ _ _\2 y(t>
Y= X e

que es un sistema de EDO. Escrito con nuestra notaciéon simplificada,

x//:_)\QL
\x? + y?
oy (1.8)
"o _)\

ST
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6 1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

1.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

1.2.1 Forma general

Sean n,m € N,
y:R— R"™ |

y
F:R xR s g™

Una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) es
F(ty.y,...,y™)=0. (1.9)

El valor n es el orden de la EDO (se supone que y™ aparece explicitamente en la
expresion de F).

e Sim =1 se llama EDO escalar.
e Sim > 1 se llama EDO vectorial o sistema de EDO (con m ecuaciones y m

incognitas).

1.2.2 Tipos de EDO

1) Ecuaciones auténomas. Son aquellas en las que ¢ no aparece explicitamente
en la expresion de F', es decir

F:R™™D 5 R™
y la ecuacion es de la forma

F(y,y,... ,y(”)) =0.

2) Ecuaciones en forma normal. Son aquellas en las que la derivada de orden
superior aparece despejada. Es decir, son de la forma

y(n) = f(t’ y’ AR 7y(m_1))7

con
fiRxR™ 5 R™

3) FEcuaciones escalares lineales. Son de la forma
ao(H)y"™ + a1ty + -+ ana () + an(t)y = b(t),

donde
a;,byy:R— R, 71=0,...,n
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1. Conceptos basicos 7

4) Sistemas diferenciales lineales. Son de la forma

Y = Aty +b(t),

donde
y:(ylv"'7ym)7

y A(t) es una matriz m x m

Clll(t) (Ilm(t)
Alt) = | : S :
A1 (t) A (t)
siendo

b:R—)Rm7 aij:R—>R,i,j:1,...,m.

1.2.3 Soluciones

Dada una EDO como (1.9) podemos expresar sus soluciones de diferentes maneras

1) La maés directa es considerar que una solucion de (1.9) es una funcion
o: ] —R™ (1.10)

donde I es un cierto intervalo abierto, derivable al menos hasta orden n en [
y tal que se verifique

F(t7 (PJ (P/7 AR (P(n)) = 0'

Una solucion expresada de esta manera se llama solucion explicita de la EDO
(1.9).

Asi, una solucién explicita de la ecuacion (1.3) del Ejemplo 1.1.3 es la funcion
L. 2
o(t) = ZL(COS t+t%),
definida en todo R.

2) Otra manera de expresar las soluciones es en forma implicita. Supongamos
que existe una funcion G(t,y) de forma que en un cierto punto (o, y,) se
verifiquen las condiciones del teorema de la funciéon implicita y podamos
afirmar que existe una funcion

p: I — R™ |
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8 1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

definida en un cierto intervalo abierto I tal que
G(t, (1) =0, Vte I,

y de forma que ¢ sea una solucion explicita de (1.3). En este caso diremos
que

G(t,y) =0,
es una solucion implicita de (1.3).

Notese que aunque no sea posible encontrar una expresion cerrada para
@, es posible ver si es solucion o no de (1.3) utilizando las féormulas de
derivacion implicita o simplemente la regla de la cadena. Podemos, por
ejemplo, considerar la ecuacion (1.5). Es facil ver que

v’ +a2°—1=0, (1.11)

es una solucion en forma implicita de (1.5). En efecto, si consideramos que
(1.11) define implicitamente a y como funciéon de x y derivamos (1.11) respecto
de x aplicando la regla de la cadena, obtenemos

2yy’ + 22 =0,

de donde
yy' +a =0,
que es justamente la ecuacion de partida (1.5). Por tanto tal funcion y(x)

definida implicitamente por (1.11) debe ser una solucion explicita de (1.5),
por lo que (1.11) es una solucién implicita de (1.5).

3) Finalmente consideraremos soluciones expresadas en forma paramétrica. Su-
pongamos que podemos expresar explicitamente tanto ¢t como y como funcio-
nes de otra variable 7, definidas en un cierto intervalo abierto

(1.12)

Aplicando la regla de la cadena y férmula de la derivada de la funciéon inversa,

Build 817 Timestamp 202502091701



1. Conceptos basicos 9

tendriamos que

dp
dy _ dr
e dA’
dr

Fpd dpa
P®y _ dr2dr  drde?

dez dy)? ’
dr

Si sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (1.9) hacen que se verifique,
entonces diremos que (1.12) es una solucidn paramétrica de (1.9).

Veamos un ejemplo. Tomemos de nuevo la ecuacion (1.5). Tenemos que

x(T) =senr,

y(T) = cosT,

es una solucién paramétrica de

yy +x=0.
En efecto, tenemos que
dy
y,:%:d__T:_senT
dz dz CoST
dr
Sustituyendo todas las expresiones que tenemos en nuestra EDO,
sen T
—COST +senT = —sen7 +sen7 = 0.
COST

Por tanto nuestra afirmacion es cierta.

En otro orden de cosas, sea cual sea la expresion de las soluciones, podemos tener
varios tipos de soluciones.

1) Solucion particular. Tendremos una soluciéon particular de una EDO cuando
conozcamos una solucién concreta de la EDO. Por ejemplo, tal como vimos
antes,

1
o(t) = Z(COSQ t+ t2),
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10 1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

serfa una solucion particular de (1.3).

También
Va2t —1=0,
serfa una solucion particular de (1.5).
2) Solucion general. Tendremos la solucion general de un EDO cuando disponga-
mos de una expresion, generalmente dependiendo de uno o varios parametros,

que englobe a todas las soluciones de la EDO salvo quiza algunos casos
particulares.

Como se vio en el Ejemplo 1.1.3, la expresion

1 1
y(t) = 1 cos® t + ZtQ + 1t + ¢o, con cq,co € R,

es lo que ahora llamamos la solucion general de la ecuacion (1.3).

3) Familia de soluciones. En ocasiones se dispone de una familia de soluciones
de una EDO, dependiente de uno o varios pardmetros, que no es la solucién
general, pues hay otras familias de soluciones que también son solucion de la
EDO.

Por ejemplo para el sistema (1.8), todas las funciones de la familia

(1), y(t)) = é (cos(a + cAt), sen(a + ML), a,c € R, ¢ £ 0,

es una familia de soluciones de (1.8), pero no es la solucion general, pues hay
mas familias de soluciones del sistema.

1.2.4 Problemas de Cauchy

Supongamos que f es una funciéon continua en R. Cuando estudidbamos la integra-
cion, con el simbolo

/ (1) dt. (1.13)

denotédbamos a todas las posibles primitivas de f, por lo que en cada ejemplo
concreto al resolver la integral nos aparece la llamada constante de integracion. En
el lenguaje de las EDO, el simbolo (1.13) denota la soluciéon general de

y = f(0). (1.14)

Sea ahora t; € R. Si escribimos
t
/ f(z)dz, (1.15)
to
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1. Conceptos basicos 11

estaremos seleccionando una primitiva particular de f entre las infinitas que tiene,
en concreto aquella primitiva y(t) que verifica la condicion

y(to) = 0. (1.16)

Es decir, (1.15) denota a la solucién particular de la EDO (1.14) que ademas
verifica la igualdad (1.16). A esta tltima se la llamara condicion inicial. E]l problema
constituido por una EDO y una condiciéon inicial se llamara problema de Cauchy.
El problema de Cauchy que estamos considerando se escribiria

y' = f(t)
{y(to) 0 (1.17)

En general un problema de Cauchy estara constituido por una EDO de orden
n € N expresada en forma normal, junto con unas condiciones iniciales, que seran
valores concretos para la variable dependiente y sus derivadas hasta orden n — 1 en
un mismo punto. De manera més precisa, un problema de Cauchy seré de la forma

{y(") = flty v,y ) (1.18)
y(to) = Yo, yt0) = w1, ..,y Ato) =y,
donden e N, th e R, yy,...,y,.1 ER™y
f RxR™ —R™ .
En particular, para primer orden, un problema de Cauchy adoptaria la forma
{y’ = f(t,y)

y(to) = o (1.19)

Bajo hipodtesis adecuadas, anadir condiciones iniciales a una EDO supone
seleccionar una solucion particular entre las posibles soluciones contenidas en la
solucion general. Veamos un caso en el que las condiciones iniciales seleccionan una
tnica solucion.

Teorema 1.2.1 [Teorema de Picard-Lindel6f]
Sea (t9,y,) € R™™ y sea el problema de Cauchy

{y’ = f(t,y)
y(to) = Yo

Si existe un entorno D C R™™ de (to,yo) con f € CY(D), entonces existen un
entorno I de tp y una tnica solucion del problema de Cauchy definida en I. <

Hay otros resultados de existencia y unicidad de soluciones que no trataremos aqui.
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12 1.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

1.2.5 Reduccion del orden

Sea una EDO vectorial de orden n con m ecuaciones y m incognitas
F(ty,y,...,y™)=0. (1.20)
Tomemos nuevas variables dependientes
Tg,...,Tp_1,

cada una de ellas con m componentes. Sea el sistema de orden 1 con mn ecuaciones
y mn incégnitas

’
'wP = @
iL'l = Lo
(1.21)
/
m'n—2 = Ln—1
/
(| F(t,x0,21,...,Tp—1,2,,_,)=0

Entonces y(t) es solucion de (1.20) si y solo si existe
(o(t), ..., Tn-1(t)),
solucion de (1.21) con xg(t) = y(t). Ademas
1) y9 =x;t), j=1,....,.n—1

2) Si (1.20) estuviese en forma normal, se podria expresar directamente (1.21)
también en forma normal.

3) y(t) verifica condiciones iniciales

y(to) = Yo, Y (to) = Y1, - - ,y(n_l)(to) = Yn—1,

siy solo si (xg(t), ..., xn_1(t)) verifica condiciones iniciales

xo(to) = Yo, T1(to) = Y1, .-, Tn—1(t0) = Yn—1.
Como conclusién, vemos que toda EDO se puede expresar como un sistema de
orden 1. Por lo tanto, podriamos restringir todo nuestro estudio a sistemas de

orden 1.
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1. Conceptos basicos 13

1.2.6 Cambios de variable

Nos centraremos aqui exclusivamente en sistemas de orden 1 expresados en forma
normal. Dada

¥ =fty), (1.22)

a veces es conveniente aplicar cambios de variable para simplificar la EDO o
bien para transformarla en otra conocida. Consideraremos dos tipos de cambio de
variable.

1.2.6.1 Cambio de variable independiente

Un cambiolde variablelindependientecambio de variable independiente viene dado
por

t=p(s),
donde ¢ es de clase @' y localmente inversible. Por la regla de la cadena tenemos
d _dy dep
()] = e Ll
o, abusando de la notaciéon mediante la identificando y o ¢ con y donde corresponda,
dy dy ,

la ecuacion (1.22) se transforma en

y/ = f(@(s)>y)90/<5)7

donde ahora la variable independiente es s.

1.2.6.2 Cambio de variable dependiente

Un cambio de la variable dependiente y a una nueva variable dependiente z se
formula mediante una relacion

y=(t,2),
donde ¢ es de clase C. Por la regla de la cadena, se tiene
o dy o d o oo dt 0¢ dz
i A e A AU T MU T
Sustituyendo en (1.22)
O ¢ r_
E(u Z) + a_z<t7 Z)Z - f(tu ¢(t7 Z)),
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14 1.3. Ejercicios

y despejando 2’

2= (202) (s000.2)-2un).

que es la EDO transformada por el cambio de variable. Notese que para que el
cambio tenga sentido y la nueva ecuacion se pueda expresar en forma normal, la
matriz Jacobiana

O¢

0z’
debe ser inversible.

Es habitual que ¢ no dependa de t, en cuyo caso la ecuacion transformada
queda

o= (g—f(z))_lf(t, $(2)).

En el caso escalar no aparece ninguna matriz Jacobiana y las formulas, aunque
formalmente similares, son algo mas sencillas en la practica.

Notese que si tuviésemos un problema de Cauchy, las condiciones iniciales
se transformarian de manera directa para ambos tipos de cambio de variable,
invirtiendo las expresiones de los cambios.

1.3 Ejercicios

Ejercicio 1.1 Para cada una de las siguientes EDO, especificar sus variables
dependientes e independiente, su orden y su tipo. Expresarlas en forma normal, si
es posible.

a) y' +5y° — 4y = . d) y"senz —y cosz = 2.

b) (1 —x)y" —4xy’ + 5y = cos . e) v> — 1+ xy =0.

) y'=y/1+y~

Ejercicio 1.2 Comprobar que y(z) = 2" /16 es solucién en un cierto intervalo de

Y =x\/y.

Ejercicio 1.3 Comprobar que y(z) = ze® es solucion en un cierto intervalo de
" /
y —2y +y=0.

Ejercicio 1.4 Comprobar que —2z%y + y* = 1 es solucién en un cierto intervalo
de 2zy + (2* — )y’ = 0.
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1. Conceptos basicos 15

Ejercicio 1.5 Encontrar una EDO en forma normal y con variable dependiente y
para la cual la soluciéon general sea z° + y? = 2cx, ¢ € R.

Ejercicio 1.6 Hallar las soluciones constantes de 2z’ + 3y = 6.
Ejercicio 1.7 Calcular los valores de m para los que €™ es soluciéon de y' +2y = 0.
Ejercicio 1.8 Asumiendo que la solucién general de 3/ +22y* = O es 1/(2?+c¢), c €
R, resolver, si es posible, los problemas de Cauchy para la EDO dada con condiciones
iniciales

a) y(0) = -1 c) y(0) = 1.

b) y(2) =1/3. d) y(0) =0.

Determinar en cada caso el intervalo més grande donde son validas las soluciones
obtenidas.

Ejercicio 1.9 Sea la EDO escalar
y = fz,y).
Encontrar que EDO deben verificar las curvas ortonormales a sus soluciones.

Ejercicio 1.10 Establecer si los problemas de Cauchy siguientes verifican las
hipétesis del teorema de Picard-Lindelof. Calcular sus soluciones, si es posible.

2) xy —_y =0 b) xy —|—_y =z o) xy —_y =z
y(0)=0 y(0) =0 y(0)=0
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden 1

El tipo de EDO en el que centraremos nuestra atencion en este capitulo es el mas
sencillo posible, la ecuacion escalar de orden 1

F(t,y,y) =0. (2.1)

Abordaremos exclusivamente el problema de la resolucion analitica de EDO, del cual
poco habiamos dicho hasta ahora. En general, éste es un problema intratable. Ni
siquiera la EDO (2.1) es resoluble casi nunca. Por lo tanto simplemente estudiaremos
algunos casos particulares de éste tipo de EDO para los cuales se conocen métodos
de resolucion sistematicos.

Ahora bien, volvamos sobre el caso mas simple de EDO que mostrabamos en
el Ejemplo 1.1.1. Este tipo de EDO es totalmente equivalente al problema de
célculo de primitivas, por lo que su resolucion en forma cerrada depende de que
sea posible o0 no la realizaciéon de una cierta integral indefinida. Este hecho también
serd aplicable a casi todos los casos que vamos a estudiar, con lo cual nuestros
métodos de resolucion puede que a veces no conduzcan a la obtencion de una forma
cerrada para la solucién.

Por otra parte, veremos que para algunos tipo de EDO, la forma natural de
presentar las soluciones, no es la explicita, sino la implicita. Esto suele resultar
extrano para un alumno con poca experiencia en este campo, que suele tender a
pensar que las soluciones implicitas no son soluciones de verdad.

2.1 Ecuaciones de variables separadas

Son ecuaciones que se pueden escribir como

y' = f(t)g(y) (2.2)

17



18 2.1. Ecuaciones de variables separadas

Veamos como se resuelven.

1) Si a € R verifica que g(«) = 0, entonces y(t) = « es solucion. Por lo tanto

resolviendo la ecuacion g(y) = 0 obtendriamos las soluciones constantes de
(2.2).

2) Para g(y) # 0, tenemos

yzf@mﬂc:y/zﬂw:i/yﬁ)&:/f@w+a

9(y) 9(y())
Haciendo el cambio de variable
s=y(t) = ds =y/(t) dt,

en la primera integral, tenemos que

/ﬁ%:/}@a+a

Tras hacer la primera integral, tendriamos que deshacer el cambio de variable,
que corresponderia a sustituir s por y. Por lo tanto, obtendriamos el mismo
resultado renombrando la variable s como la variable y en la primera integral.
Asi podemos expresar la solucion como

dy_ C, C
/R@_/j@w+, eR (2.3)

que (una vez calculadas las integrales, si es posible) nos proporciona la solucién
general en forma implicita.

Ejemplo 2.1.1 Consideremos la ecuacion
y/ = M
t3(y* = 3)
Es sencillo ver que es de variables separadas sin mas que escribirla en la forma

y/:t_4 y4
3 y2 -3’

donde con las notaciones anteriores tendriamos que

t—4

1) ="
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 19
y aplicando la férmula de resolucién (2.3) tendriamos que la solucion general es
2
y =3,  [t—4
/ y? dy_/ TR

1—9y? 2—t
3y = +c, ceR,
Yy t2

e integrando tenemos

de donde
(1 —y?) =9y*(2—1t) + ct’y’, c € R,

que es la solucion general en forma implicita.
Nos faltaria por estudiar si hay soluciones constantes. Este es un punto que
se suele olvidar facilmente cuando se resuelven este tipo de ecuaciones. Debemos

resolver A
Yy

v =3
cuya tnica solucion es y = 0. Por tanto y(¢) = 0 es la tnica solucién constante de
la ecuacién. <

0,

2.2 Ecuaciones exactas

Diremos que una EDO

P(z,y) + Qz,y)y' =0 (2.4)
es exacta si
3F(s9) [ Ploy) = Gte0). Qo) = 5 (o) (2.5)

Las solucién general seria en este caso

F(z,y)=c, ceR| (2.6)

Ejemplo 2.2.1 La ecuacion
y? + 2xyy’ =0,

es exacta con F(z,y) = z3°, ya que
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20 2.2. Ecuaciones exactas

por lo tanto su soluciéon general es
ty* =c, c € R.
<

Ejemplo 2.2.2 La ecuaciéon
y+2zy =0,
no es es exacta. Aunque seria sencillo verlo directamente, introduciremos a conti-

nuacion un resultado que nos permitird comprobarlo de manera inmediata. <

Proposicion 2.2.3 [Criterio de exactitud]
Sean P(x,y), Q(x,y) de clase C'. Se tiene que

or 0
P(SC,Z/) + Q<x7y)y/ = O es eXaCta <> a—y — a—g
Demostracion:
Como la ecuacion es exacta, existe I’ tal que
OF OF
-~ _p Z —0.
al‘ ’ ay Q

Puesto que P y Q son de clase @', F es de clase €. Por tanto podemos aplicar el
lema se Schwarz, de donde

o°P  O’F  9PF  0Q

oy  Oydr Oxdy Ox’

y se cumple la condicion.

Ahora se supone que

or _ 0Q
oy Oz’
y pretendemos construir una funcion F'(z,y) que verifique
oFr OF
— =P — =Q.
Ox T Oy @

Tendriamos que
OF

%:P:F:/de—kqﬁ(y),
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 21

donde ¢ deberia ser una funciéon que dependiera soélo de y para ajustar adecua-
damente la constante (respecto de x) de integracion. Pero entonces tendriamos
que

oF 0 ,
Q—a—y—a—y/Pd$+¢(y)7

y despejando
0
"(y) =Q — — | Pdx.
v -a-5 |
Si efectivamente la expresion anterior depende sélo de y, entonces ¢(y) podria ser

obtenida por integracion respecto de y y tendriamos calculada F'. Para ver este
punto, derivamos respecto de x

a , . 0 0 . 0Q 0? B
o <y>—%(Q—a—y/Pdm)—%—ayax/“x—
oQ 0? 0oQ o°P
ax_ﬁxay/Pd B 0

xz@x dy

Por tanto ¢’ solo depende de y y es

¢<y)=/(@—a%/de) dy.

Quedando asi F' totalmente determinada. <

La demostracion de esta proposicion es esencial para calcular las soluciones una
vez establecida la exactitud de una EDO, pues bajo la condicién

or _ o4
oy  Ox’

proporciona la siguiente formula para calcular F

F—/de+/(Q—8%/de> dy |

Haciendo un razonamiento analogo, se podria obtener también la siguiente formula

F:/Qdy+/(P—%/Qdy> dz |

En las férmulas anteriores, las integrales indefinidas no denotan todas las primitivas
de sus funciones respectivas como es habitual, sino una primitiva concreta en cada
€aso.
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22 2.3. Factores integrantes

Ejemplo 2.2.4 Sea
32% 4 day + (22° 4+ 2y)y = 0.

En este caso
P =32 + 4y, Q = 22* + 2y.

Tenemos que

luego por la Proposicion 2.2.3, la ecuacion es exacta. Para resolverla debemos
calcular F' mediante una de las dos férmulas anteriores. Utilizaremos la primera.

/de = /(3x2 + day) dz = 2° + 22%y.

Por lo tanto
9/ 3 2
Q—— de 22% + 2y — ay(m +235y) dy =

/(2w+2y 22%) dy = / dy = y>.

Asi F = 2% + 22%y 4+ y? y las soluciones de la ecuacion son

)+ 2’y +yP=c, c€R

2.3 Factores integrantes

A veces una EDO no es exacta, pero multiplicindola por una cierta funcion se
convierte en exacta, en cuyo caso se puede resolver. A tales funciones se las llamara
factores integrantes.

Definiciéon 2.3.1 Diremos que pu(z,y) es un factor integrante de
P(z,y) + Q(z,y)y,

(e, y) P2, y) + p(z, y)Qz,y)y

es exacta. <
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 23

Las soluciones de la ecuacion original seran las mismas que las de la nueva ecuaciéon
exacta, salvo quizé algunas que introduzca o elimine el factor integrante. Méas
concretamente, puede que se anadan soluciones de la forma

n(z,y) =0,
o que se eliminen soluciones de la forma

1

wle,y) N

Por lo tanto, cada vez que se utilice un factor integrante habra que comprobar si
ambos tipos de funcién son solucién o no de la ecuaciéon original.

Veamos que condicion deberia verificar un factor integrante u(x,y) para una
EDO P(x,y) + q(z,y)y’. Deberia ocurrir

S P = (1),

de donde

(2.7)

TP (R

ox dy %_8_3/

que es una ecuacion en derivadas parciales mas dificil, en general, de estudiar
y resolver que la ecuacion original. No obstante hay casos en los que el factor
integrante adopta una forma especial, de manera que la condicién anterior se
transforma en una EDO de resolucién sencilla. Supongamos que el factor integrante
es de la forma

p(g(@,y)),
para una cierta funcion particular g(x,y). Es decir, p seria una funcién de una
variable, llamémosla ¢, que al ser evaluada en la funcion g(z,y), nos proporciona el

factor integrante.
En este caso, la condicion (2.7) quedaria expresada como

( g_g - Pg—i) 1 (g(z,y)) = (g—]; - g—f) gz, y)),

P 90

de donde

w oy O

w09 _ pdd
ox P@y
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24 2.3. Factores integrantes

Por lo tanto, para que exista un factor integrante de la forma fijada, debe existir
una funcion de una variable f(t) tal que

or _9Q
flglay) =~ 23
or "y

En este caso obtendriamos y como una solucion particular de

!/

1
W
que es de variables separadas y se puede resolver como
ult) = el 10,

por lo que el factor integrante seria

w(g(z,y)) = e/ /O - (2.9)

t:g(x’y)

Algunos casos particulares interesantes son los siguientes

1) Factor integrante de la forma u(x). Es decir tendriamos g(x,y) = x. La
condicion, que se deduce de (2.8), para que esto sea posible es que exista f(x)

tal que
orP 0Q

@) = A5

siendo en ese caso el factor integrante

p(x) = el @) de
2) Factor integrante de la forma p(y). Es decir tendriamos g(z,y) = y. La
condicion, que se deduce de (2.8), para que esto sea posible es que exista f(y)

tal que
0Q 0P

fly) =22

siendo en ese caso el factor integrante

w(y) = o T(w) dy

3) Otros casos interesantes podrian ser g(x,y) = zy, g(x,y) = ax + by con
a,b € R, etc. Se deja al alumno deducir la condicién que tendria que verificar
la EDO y la férmula para calcular el factor integrante.
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 25

2.3.1 Ecuacion lineal de orden 1

Consideramos una ecuacion escalar lineal de orden 1 de la forma
y +a(t)y = b(t). (2.10)
De todo lo anterior, se deduce con facilidad que
u(t) = el @0,
es un factor integrante. Por tanto la ecuacion
6fa(t)clty/ + a(t)efa(t) dty _ b(t>€fa(t) dt7

es una ecuacion exacta. Para resolverla podriamos utilizar la teoria general, pero
en este caso observemos que

/
<€fa(t) dty> _ efa(t)dty/ 1 a(t)efa(t)dty,

por lo que

(efa(t)dty>/ _ b(t)efa(t)dt’

de donde
el ety / b(t)e/ WAt ¢, ¢ e R,

y asi la solucion de la ecuacion (2.10) es

y(t) :e—fa(t)dt (/b(t)@fa(t)dtdt+0>, ceRI

Nota 2.3.2 En caso de tener una ecuacion lineal de la forma

ao(t)y' + ar(t)y = c(t),

antes de poder aplicar lo anterior hay que escribirla en la forma

expresion que sera valida para ag(t) # 0. <
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26 2.4. Cambios de variable

Ejemplo 2.3.3 Sea la ecuacién lineal

2t +1
y/+ + y = 6_2t.
t
En este caso 9% 4 1
a(t) = P b(t) = e 2.

Calculemos un factor integrante. Sea

2t +1
A(t):/a(t)dt:/Tert:QtJrlog\t].

Un factor integrante es
e = |t]e?.

Multiplicando la ecuacion por el factor integrante, llegamos a
(Itle*y)" = [tl,
e integrando
t|t
|t|e*ty = / t|dt = % +c ceR,

por lo que la solucion general es

v =5+ )™

valida si t # 0. <

2.4 Cambios de variable

Ciertas ecuaciones se reducen por cambio de variable (dependiente, independiente
o ambas) a alguna de las anteriores.

En general es dificil ver si existen tales cambios de variable y encontrarlos, pero
hay ciertos tipos particulares de EDO para las cuales existen cambios de variable
establecidos.

2.4.1 Ecuaciones homogéneas

Las ecuaciones homogéneas son de la forma
y' = h(y/t). (2.11)
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 27

A veces una ecuaciéon homogénea puede estar escrita de forma que sea dificil a
simple vista ver que es homogénea. Una manera de comprobar con facilidad si una
ecuacion es homogénea es la siguiente

y' = f(t,y) es homogénea <= f(at,ay) = f(t,y), Va € R.
Para resolver una ecuaciéon homogénea se realiza el cambio de variable dependiente

v=+1

Para este cambio se tiene

y =2t + z,
por lo que la ecuacion (2.11) queda
h(z) —
S M-z
t
que es de variables separadas.
Ejemplo 2.4.1 La ecuacion
) 2xy
Y =32 y?’
es homogénea, ya que
2oy 2xy

30222 — a2y? 322 —y?’
Hacemos el cambio
y=xz <y =22+ 2,

y queda
e 2122 2z
TETET g 22 T 3 2
2z 2(22 = 1) Z(3-2%) 1
/
= — e — = —
S P T 3—2z2 2(22-1) 2’

que es de variables separadas. La solucién general se obtiene

3—2? 1 22—1

22 —1=cxz® ceR,

de donde

es la solucion general. Deshaciendo el cambio de variable, tenemos
y?(1 —cy) =27 ceR.

Ademas puede verse que y = 0 es solucion. <
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28 2.4. Cambios de variable

2.4.2 Reduccién a ecuaciones homogéneas

Consideramos una ecuacién de la forma

’ a1t+b1y+01
Y =h (),
a2t+b2y+02

con a; # 0 o by # 0. Se pueden presentar varios casos.
1) Sic; = ¢y =0, la ecuacion es homogénea.

2) Si
aq bl
(05} bQ

=0,

2.1) Si by = 0 entonces by = 0 y la ecuacion es de variables separadas.

2.2) Siby # 0, el cambio a;t + by = z la reduce a una de variables separadas.
3) Si
a

by
Qo bg

#07

Se calcula el punto (g, ) de interseccion de las rectas a1t + byy + ¢ = 0
y ast + by 4+ co = 0 y se hacen los cambios t = s+ ty e y = 2 + yo, que la
reducen a una homogénea.

2.4.3 Ecuaciéon de Bernoulli

Son de la forma
Y + a(t)y = b(t)y" con n € R. (2.12)

e Sin=0,1, es lineal.

e Sin # 0, n# 1 se hace el cambio de variable dependiente

2=Y ,

que la reduce a una lineal, como veremos ahora
p=y' == (L-n)y Y.
Haciendo el cambio en la ecuacion

24 (1=n)a®)y'™™ =b{t)(1 —n) <= 2 + (1 —n)a(t)z = (1 —n)b(t),

que es lineal.
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1

Ejemplo 2.4.2 Sea

/ t3
Sty — 2y = —.
)
Es de Bernoulli con n = —2. El cambio que hay que realizar es por tanto
2=y,
de donde
7 =3y

reescribimos la ecuacién
3ty?y' — 23 = 3,

y hacemos el cambio de variable
tz — 2z =13,
que es lineal. Para resolverla la debemos escribir en la forma

z’—%:tQ.

Sea

Asi la ecuacion queda

de donde
)=t +ct?, ceER= > =13+ ct?, c€R.

2.4.4 Ecuacion de Riccati

Son de la forma
y' + a(t)y® +b(t)y = c(t).

e Sia(t) =0 es lineal.

29

(2.13)
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30 2.5. Ejercicios

e Si¢(t) = 0 es de Bernoulli.

e En cualquier otro caso, dada yo(t) solucion particular,se hace el cambio de
variable dependiente

1
= t -
y yo()+z,

que la reduce a una lineal
2 — (2yo(t)a(t) + b(t))z = a(t).

Ejemplo 2.4.3 Para la ecuacion

y = Yy T oady? — b,
x
se tiene la solucion particular yo(z) = x. Hacemos el cambio

1 , Z
z z

y nos queda

1
2 +z (— + 2$4> = —z3.
x

que se puede resolver facilmente, pues es lineal. <

2.5 Ejercicios

Ejercicio 2.1 Resolver las siguientes EDO

a) 3 = cos’y. g) vy —y=0.

b) (1+e")yy =e". h) zy' —y=u.

c) y = f(t). i) zy’' +y=0.

d) yy' +2=0. i) v =2y

e) ' +ax =0, con a € R. k) 3e”tany = y'(e” — 2)sec?y.
f) —xy +y = 3y°. 1) y'sentcosy = — costseny.

m) y = sen’(z — y) (Cambio u = x — y).

Ejercicio 2.2 Resolver las siguientes EDO
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 31

a) 2+ zy* + (2®y + y*)y = 0.

b) 2zy = (y — 2%)y.

c) 2zy + (1 +2%)y =0.

d) 327 + day + (222 + 2y)y = 0.
e) 1+e"y+xe"y + (xe” +2)y = 0.

f) e’ + (teV + 2y)y = 0.

g) 2z cosy + 32%y = (y + 2*(seny — 2))y/.

Ejercicio 2.3 Encontrar un factor integrante de la forma indicada y resolver las

siguientes EDO

a) z%y = y* + 2xy, con factor integrante u(y).

b) 3y* — 2 + (2y® — 62y)y’ = 0, con factor integrante u(z + y?).

c) y+ (t*y —t)y = 0, con factor integrante ju(t).

d) 2xy* — 3y® = (7 — 3xy?)y/, con factor integrante u(y).

e) ty + (2t* + 3y* — 20)y’ = 0, con factor integrante p(y).

f) xy® + 20%° — y* + (%9 + 22°y — 22%)y’ = 0, con factor integrante u(zy).

g) v —y+ (z+y)y =0, con factor integrante u(z* + y*).

Ejercicio 2.4 Encontrar la soluciéon general de las ecuaciones siguientes

a) (24 1)y + 4oy = .

, 2y+ (z+ 1)
r+1 '

c) y +2y=1t*+2t

b) y

d) v +ycosz =sinzcosz.

e) zy +y = 32°.

y 2y
f) =~ — — = T CosT.
r

Ejercicio 2.5 Encontrar la soluciéon general de las ecuaciones siguientes

a) y* — 2%y + (2* — 229®)y = 0.

b) t+y—(t—y)y =0.

c) 2% 4 2zy — 2%y = 0.
2v  y?—32?% ,

R

e) t* —y® +2tyy = 0.
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y =0.

f) 2zyy’ = 42* + 3y°.

3t —4y — 2
3t —4y — 3

h) (1—-t+y)y =t+y—3.

g) ¥ =

i) 22 + 2y + 3y — (2% + 229)y = 0.

3r—y+2

. /o
) y= 60 2y
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32 2.5. Ejercicios

k) y,:12t—|—5y—9 m) y,:—Z:c—2y—|—1
—5t — 2y + 3 r+y—2
l) y’:m
3r+y+1

Ejercicio 2.6 Resolver las ecuaciones siguientes

1 ’ 2
a) 8ty —y = ——r. g) —xy +y=3y".
) 8t~y Y3Vt + 1
h) v =y
b) 2%y + 223y = y*(1 + 22?).
, (1—2z)y" —y
;o Ly, i) Y = 3
.t J) zy +y =27y
d) v + = = —.
)y+2t Y3 k) ty + 6y = 3ty*/>.
e) zy +y=az'y’. 1) y —y=ey’.
f) zy*y +y* = 2z cosu. m) x+yy =z’ + 9>

Ejercicio 2.7 Resolver las ecuaciones siguientes
a) y = (1 —t)y* + (2t — 1)y — t. (Solucion particular yo(t) = 1).
b) y = —8xy* + 4x(4x + 1)y — 82° — 42 + 1. (Solucion particular yo(x) = z).

c) y = x* — 2xy + y*. (Solucién particular yo(z) = ax + b para ciertos a y b).

4 2
d) ¢y = —a % + 4. (Solucién particular yo(t) = ;)
Ejercicio 2.8 Resolver los siguientes problemas de Cauchy y determinar el mayor
intervalo posible donde estan definidas dichas soluciones.

2) y =y b) y =y 0 y =y
y(0) =0 y(0) =1 y(0) = -1
Ejercicio 2.9 Un volcan hace erupciéon y comienza a caer ceniza de forma regular
en varios kilometros a la redonda. Un equipo de salvamento tratan de acceder a
una poblacion en la zona de influencia del volcan. Para ello deben despejar de
cenizas la carretera de acceso. Comienzan la operacion a las 9:00 horas. Durante

la primera hora avanzan el doble de distancia que durante la segunda. ; Cuando
estalld el volcan?
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2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 33

Ejercicio 2.10 Calcular la familia de curvas ortogonales a
22 4+ y* =2cx, c € R.

Ejercicio 2.11 Calcular la familia de curvas que verifican que la ordenada de la
interseccion de la recta tangente en cada punto con el eje de ordenadas es el triple
del cuadrado de la ordenada del punto.

Ejercicio 2.12 Una colonia de bacterias crece de forma proporcional a su ntimero.
Si en el instante ¢t = 0 hay x( bacterias y en una hora se triplican ;Cuéntas bacterias
habré en 2 horas?

Ejercicio 2.13 Una alumno con gripe va a su escuela de 1000 estudiantes. La
razén de propagacion del virus es proporcional a la cantidad de infectados y a la
de no infectados. Si a los 4 dias hay 50 infectados, ;Cuantos habra en 6 dias?

Ejercicio 2.14 Un circuito LR en serie con una inductancia L = 0,1 henrios y
una resistencia R = 40 ohmios, se conecta en el instante t = 0 a una fuente con
fuerza electromotriz E(t) = 110 voltios. Calcular la intensidad I(t).

Ejercicio 2.15 La vida media de un material radiactivo es el tiempo transcurrido
para que la cantidad de material se reduzca a la mitad. Un material se desintegra
2/3 en 1000 anos y se sabe que el decaimiento es proporcional a la cantidad. ;Cuél
es su vida media?

Ejercicio 2.16 Calcular la familia de curvas tales que en cada punto la pendiente
de su recta tangentes el triple de la pendiente de la recta que une el punto con el
origen.

Ejercicio 2.17 Calcular la trayectoria que sigue un punto P que inicialmente
estaba en la posicion (0,a), al ser arrastrado sin deslizamiento por un punto
inicialmente en (0,0) que se mueve a lo largo del eje de ordenadas, de forma que P
y @ estan unidos por una cuerda inextensible de longitud a. (Curva tractriz).

Ejercicio 2.18 Obtener la curva que pasa por (0, —2) tal que en cada uno de sus
puntos su recta tangente tiene como pendiente la ordenada del punto incrementada
en 3 unidades..

Ejercicio 2.19 Un émbolo de seccién circular contiene un volumen Vj de aire a
presion pg. Se comprime adiabaticamente hasta un volumen V;. ;Cual es el trabajo
realizado durante la compresion? (Indicacion: En una compresion adiabéatica, la
relacion entre volimenes y presiones es

k
P (E)
Po V)’
para una cierta constante k que depende del gas).
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34 2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.20 Hallar una curva que pase por el punto (0, —2) y de forma que el
angulo que forma la recta tangente en cada punto con el eje OX sea igual al triple
de la ordenada del punto.

Ejercicio 2.21 Sea « € R. Calcular una curva y(x) tal que para cada punto z, el
area limitada por la curva y las rectas X =0, Y =0, X = z valga

o’ log J
!

Ejercicio 2.22 Una masa puntual de 1 gr se mueve sobre una recta. Sobre ella
actia una fuerza proporcional al tiempo e inversamente proporcional a la velocidad.
En el instante ¢t = 10 s la velocidad era 50 cm/s y la fuerza 4 dinas. ;Qué velocidad
alcanzara el cuerpo al cabo de un minuto?

Ejercicio 2.23 Calcular las curvas tales que en cada punto el segmento de la recta
tangente comprendido entre los dos ejes coordenados tiene su punto medio en dicho
punto.
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Capitulo 3

FEcuaciones diferenciales lineales

3.1 Sistemas diferenciales lineales

Como ya dijimos en el apartado 1.2.2, un sistema diferencial lineal de tamano m € N
es de la forma

y' = A(t)y +b(1), (3.1)
donde
Yy = (y17"'7ym)7

y A(t) es una matriz m x m

an(t) s alm(t)
A1 (t) -+ Amm(T)

siendo
b:R—R", ag; : R—R , 4j=1,...,m.

Diremos que A(t) es la matriz del sistema y que b(t) es el término independiente.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos el sistema de tamano 3,

) t*—t

Y1 sent e’ tcost Y1
1—t¢
Y2 = ]_ 4t log t Yo + S
2 2 I+t

U3 —sen“t 0 e Y3
te! +1

35



36 3.1. Sistemas diferenciales lineales

Los problemas de Cauchy asociados a sistemas diferenciales lineales son de la forma

{yzA@y+mw

(3.2)
y(t()) = Yo
con ty € R, y, € R™.

Teorema 3.1.2 [Teorema de Picard]
Sean I un intervalo abierto, ty € I, y, € R™, A(t) una matriz m x m de funciones
continuasen I ' y b: 1 — R™ continua en /. Entonces el problema de Cauchy

y' = A(t)y + b(t)
y(to) = Yo
tiene una unica solucién definida en . <

En lo sucesivo supondremos que todos los sistemas diferenciales que aparezcan
estaran en las condiciones del teorema 3.1.2 en algin intervalo abierto 1.

3.1.1 Sistemas homogéneos

Los sistemas diferenciales homogéneos son de la forma

¥ =At)y, (3.3)
es decir, en un sistema homogéneo el término independiente es 0.

Lema 3.1.3 Supongamos que [ es un intervalo abierto en el que el sistema (3.3)
esté en las condiciones del Teorema de Picard, 3.1.2, y sea tg € I. Entonces la tinica
solucion definida en I del problema de Cauchy

{yzAmy
y(to) =0,

esy(t) =0, Vtel.

Demostracion:

Es inmediato ver que y(¢) = 0 es solucion, y por el Teorema de Picard, 3.1.2, ésta
ha de ser la tnica definida en I. <

Teorema 3.1.4 Sea I un intervalo abierto en el cual el sistema homogéneo de
tamano m (3.3) esta en las condiciones del teorema de Picard 3.1.2. Las soluciones
de (3.3) (definidas en ), forman un R-espacio vectorial de dimension m.
Demostracion:

Build 817 Timestamp 202502091701



3. Ecuaciones diferenciales lineales 37

Sea 8 C CY(I) el conjunto de soluciones de (3.3). Basta probar que 8 es un subespacio
vectorial de dimension m de C'(I).

Veamos primero que es subespacio. Sean u, v € 8 y a, § € R. Tenemos que
u' = A(t)u, v' = A(t)v.
Ahora

(au + pv) =
(por las propiedades de la derivada)
=au + Bv =
(por ser u y v soluciones)
=aA(t)u + SA(t)v =
(por las propiedades de las operaciones matriciales)
= A(t)(au + pv),

luego (au + fv) € 8 y por tanto 8 es subespacio.
Veamos ahora que 8 es de dimension m. Sea tg € I. Definimos la siguiente aplicacion

At() . S — R™
u — u(ty)
Si comprobamos que es un isomorfismo de espacios vectoriales, habremos acabado.

Para ello necesitamos ver que es lineal y biyectiva. Veamos primero que es lineal.
Sean u, ve€8ya, feR.

Ay (au + fv) = (au + fv)(ty) = aul(ty) + Po(ty) = aly,(u) + A (v),

luego Ay, es lineal.

Veamos que es sobreyectiva. Sea y, € R™. Por el teorema de Picard, 3.1.2, el
problema de Cauchy

¥y =A(t)y
’y(to) = Yo,
tiene una tnica solucién w. Pero
Ato(u) = u(ty) = Yo,

y en consecuencia Ay, es sobreyectiva.

Nos queda ver que es inyectiva, para lo cual basta probar que el niicleo se reduce
al cero. Recordemos que el cero de 8 es la aplicacion

0:/] —R™
t—0
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38 3.1. Sistemas diferenciales lineales

Tomemos u € Ker Ay,. Se tiene que
0=A4,(u) =ulty),
por lo que u debe ser solucién del problema de Cauchy
y =A(t)y

Pero por el Lema 3.1.3, u debe ser la funcién cero, con lo cual concluye la demos-
tracion. <

Definicion 3.1.5 Llamaremos sistema fundamental de soluciones de (3.3) a toda
base del espacio de soluciones de (3.3). <

Nota 3.1.6 Dado un sistema
(U, ... U

de soluciones de (3.3), de la demostracion del teorema 3.1.4 se sigue que
(W, ... U
es un sistema fundamental de soluciones de (3.3) si y solo si existe tg € I tal que
[wi(to), .-, Um(to)]

es una base de R™. «

Definiciéon 3.1.7 Una matriz fundamental de (3.3) es una matriz ®@(t) cuadrada
m x m de funciones definidas en I tal que sus columnas son un sistema fundamental
de soluciones de (3.3).

Diremos ademas que es principal en un punto to € I si @(ty) es la matriz identidad
de orden m, I,,. <

Proposicion 3.1.8 Son equivalentes
(i) ®(t) es una matriz fundamental de (3.3).
(ii) @'(t) = A(t)D(t) y det @(t) # 0, Vt € 1.
(iii) @'(t) = A(t)D(t) y det D(ty) #0, Itg € 1.
N

Propiedades 3.1.9 Sea @(t) una matriz fundamental de (3.3).
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 39

1) El conjunto de todas las matrices fundamentales de (3.3) es

{®(t)C / C es una matriz real m x m inversible}.

2) Seaty € I. ®(t)D *(ty) es la matriz fundamental de (3.3) principal en t.

3) Sean ty € I, y, € R™. La soluciéon del problema de Cauchy

{y’ = A(t)y
y(to) =Yy,

es

3.1.2 Sistemas no homogéneos

Sea I un intervalo abierto y consideremos un sistema diferencial lineal de tamafio
m en las condiciones del Teorema de Picard, 3.1.2 en [

y' = A(t)y + b(t). (3.4)
Supondremos ademas que b(t) # 0, en cuyo caso se dice que el sistema es no
homogéneo.
Al sistema

y' =A()y, (3.5)

se le llama sistema homogéneo asociado a (3.4). Es claro que (3.5) también esta en
las condiciones del Teorema de Picard en 1.

Teorema 3.1.10 Si y,(t) es una solucion particular de (3.4) y @(t) es una matriz
fundamental del sistema homogéneo asociado (3.5), entonces la solucion general de
(3.4) es

y(t) =y,(t) + ©(t)c, c € R™.

Timestamp 202502091701 Build 817



40 3.1. Sistemas diferenciales lineales

Por lo tanto, para resolver el sistema no homogéneo (3.4) basta encontrar una
matriz fundamental @(¢) del homogéneo (3.5) y una soluciéon particular de (3.4).
Veremos a continuacion como la propia matriz fundamental @(¢) nos permitira
encontrar dicha solucién particular.

Para ello, desarrollaremos el llamado método de variacion de las constantes. Se
trata se buscar una solucion de (3.4) que sea de la forma

Y, (1) = ©(t)c(t),

es decir, convertimos en funciones la parte que era constante en la solucién de
(3.5). Ademas fijaremos ty € I e intentaremos que la solucion buscada verifique
y,(to) = 0, es decir, buscamos resolver el problema de Cauchy

F/zA%y+ww (36)

y(to) = 0.
Imponiendo que nuestra y,() sea solucion de (3.4), tendremos
(D(t)e(t)) = D(t)e(t) + D(t)c(t) = A(t)D(¢)e(t) + b(t).
Como @(t) es inversible V¢ € I, podemos despejar ¢'(t),
d(t) =07 (t) (A()D(t) — @'(t)) e(t) + b(t)) = ' (1)b(t),

y por lo tanto, ¢(t) se puede obtener integrando. Ajustando la constante de inte-
gracion para que se verifique la condicion inicial del problema de Cauchy (3.6)

y (1) = O (1) / O (5)b(s) ds, (3.7)

por lo que la solucion general de (3.4) es

y(t) = O(t)e + d)(t)/t O '(s)b(s)ds, c € R™. (3.8)

to

Como consecuencia, la solucion del problema de Cauchy

{y:Auw+bm
y(tO) =Yy,
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 41

adoptaré la forma

(1) = @00~ )y, + 0(1) [ 0 ()pls) . 3.9

to

Proposicion 3.1.11 [Principio de superposicion de soluciones]|
Si y,(t) es solucion de y' = A(t)y + b;(t), j = 1,..., k, entonces
k
Z yj (t)a
j=1

es solucién de

k
y' =A(t)y + Z b;(t).

3.1.3 Resolucion de sistemas con coeficientes constantes

Supondremos ahora que la matriz del sistema es constante, es decir, una matriz de
nimeros reales. En este caso proporcionaremos un método efectivo de resolucion.
Basta con saber calcular una matriz fundamental para un sistema homogéneo de
coeficientes constantes. Dicha matriz fundamental resuelve el sistema homogéneo
(ver las propiedades 3.1.9) y también permite resolver cualquier sistema no homogé-
neo con la misma matriz asociada en virtud de la féormula (3.8) que nos proporciona
el método de variacion de las constantes.
Sea por tanto un sistema

y' = Ay, (3.10)

donde A es una matriz de niimeros reales.

Ejemplo 3.1.12 El sistema

/

Y1 1 0 -2 (7
Y2 = 1 -1 -4 Y2 |,
Y3 -1 0 0 Y3

es un sistema diferencial lineal homogéneo de coeficientes constantes, pues su matriz
es una matriz de niimeros reales. <

Observemos que cualquier problema de Cauchy que tenga como EDO a (3.10)
tiene solucion tnica definida en todo R, ya que para I = R el sistema esta en las
condiciones del teorema de Picard 3.1.2.

Para resolver el sistema (3.10) debemos introducir la nociéon de exponencial de
una matriz. Esta nos permitira obtener directamente un sistema fundamental de
soluciones.
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42 3.1. Sistemas diferenciales lineales

3.1.3.1 La exponencial de una matriz

Definicion 3.1.13 Sea A(t) una matriz m x m de funciones la exponencial de
A(t) es la matriz

o0

A0 =3

k=0

| —

(AW (3.11)

=~

N

No estudiaremos con detalle bajo que condiciones la exponencial de una matriz
esta bien definida. Admitiremos que si A es de coeficientes constantes, entonces
para cada t € R la exponencial de tA esta bien definida. La formula (3.11) queda
en este caso

=3 AR (3.12)

Esta formula (3.12) no se puede utilizar directamente para calcular la exponencial.
Proporcionaremos un sencillo algoritmo, que no justificaremos, para realizar dicho
calculo.

Algoritmo 3.1.14 [Calculo de la exponencial de tA]
Sea A una matriz de nimeros reales m x m. Para calcular ', ejecutaremos el
siguiente procedimiento.

1) Calcular las raices de Pa(x) (polinomio caracteristico de A)
)\1, ceey A € C
con sus multiplicidades respectivas

riy..., 7 € N

2) Considerar la funcion auxiliar dependiente del parametro t
Fa) = e,

3) Calcular por coeficientes indeterminados el polinomio de grado m — 1
p(z) =ag+aw+ -+ @y,
que verifica las m condiciones siguientes
PPN =FfDPN), h=1,...,k, j=0,...,r, — L.

Dicho polinomio siempre existe y es tnico. Sus coeficientes son soluciéon de
un sistema de m ecuaciones lineales con m incoégnitas que siempre va a ser
compatible y determinado para cada t.
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4) Se tiene finalmente que

N

Ejemplo 3.1.15 Consideremos la matriz del sistema del Ejemplo 3.1.12

1 0 =2
A= 1 -1 -4
-1 0 O

Apliquemos el Algoritmo 3.1.14.

1) Calculemos las raices del polinomio caracteristico con sus multiplicidades.

1—=x 0 —2
1— —2
Paz)=| 1 —l-z —4|=—(1+2) _1“’ T = @1 (a-2),
—1 0 —x

cuyas raices son —1, 2 con multiplicidades respectivas 2, 1.

2) Sea

Tendremos que

3) Construimos
p(x) = ap + a1 + axa?,

de donde
P'(z) = a1 + 2asx.

Imponemos las condiciones

p(=1) = f(-1)
p(=1) = f'(-1)
p(2) = f(2),
que dan lugar al sistema
ag — a; -+ Ay = e*t
a, — 2a9 = tet .

a + 24 + 4da, = ¥
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Construimos su matriz ampliada y resolvemos

1 -1 1]et P et s
0 1 —2|tet | 250 1 —2]|te 52
1 2 4| 0 3 3|et—et
—t
1 -1 1|e L, (1 1 lpem
0 1 _2 te—t 3/ 0 ]_ _2 756 t
’ —t
0 0 9|e¥—et—3te? o 0 1 %(@3t_1_3t)
—t
1 —1 0 %(—e3t—l—10+3t)
13515 -t i
2200 10 %(2e3t—2+3t) ALY
2t
0 01 %(e3t—1—3t)

—t

100 %(e3t+8+6t)
—t

010 %(263t—2+3t)

t

e /st
—1-3t
(e )
Asi los coeficientes de p(x) son

—t —t —t

ag = %(eSt + 8+ 6t), ap = %(263t -2+ 3t), ag = %(e?’t —1- 3t>,
y por tanto

—t

p(z) = %(e% + 846t + (2™ — 2+ 3t)z + (¥ — 1 3t)a?).

4) Para evaluar p(x) en A necesitamos calcular

1 0 -2 1 0 —2 30 =2
A? = 1 -1 —4 1 -1 —4 | = 4 1 2
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 2
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Tenemos finalmente

ot 1 00
etA:p(A):? (3 +8+6t)[0 1 0]+
0 0 1
1 0 —2
(23 —243t) | 1 —1 —4 | + (¥ —1-31)
-1 0 0 —
2% 4+ ¢t 0 —2¢% 4 2¢71
2e% —2¢7t — 3te™t 3¢t —2e% 4+ 2¢7F — Gte!
_62t + e—t O €2t + 26—t

N

Ejemplo 3.1.16 Sea la matriz

Calculemos e™*. Tenemos que

Pa(z) = 2* — 22 + 5,

— oW

o = O

(\]

45

cuyas raices son 1+ 2i, 1 — 27, ambas con multiplicidad 1. Consideramos la funciéon

auxiliar
fz) =",
y el polinomio
p(z) = ag + arx.

Imponemos las condiciones

p(1+2i) = f(1+ 2i)
p(l —2i) = f(1—2i),

que nos proporciona el sistema de ecuaciones lineales para obtener ag, a; que tiene

por matriz ampliada

1 142
1 11—

(1420t
o120t |
cuyas soluciones son

1
ap = €' (cos 2t — 5 sen 2t)

1
a; = —e'sen 2t.
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46 3.1. Sistemas diferenciales lineales

Por lo tanto 1
x
p(x) = e'(cos 2t — 5 sen 2t + iet sen 2t),

A o cos2t sen 2t
e”=p(A)=c (—senZt cos2t )’

de donde

N

Ejemplo 3.1.17 Sea

2 -10 0
1 200
A= 1 121
1 -1 1 2

Calculemos €. El polinomio caracteristico de A es
Pa(z) = (1 —2)*(3 - x)%,

por lo que sus raices son 1 y 3 ambas con multiplicidad 2. Sea
flz) =€, fla) =te™.

Necesitamos

p(z) = ag + a1x + axx® + azx®

p(x) = a; + 2ay7 + 3azr?

Imponemos las condiciones

p(1) = f(1)
p(1) = f(1)
p(2) = f(2)
p(2) = f12),

lo que nos lleva al sistema para calcular los coeficientes de p(z) dado por la matriz
ampliada
111 1|¢
012 3|t
139 21| |7
01 6 27|te*

y resolviendo y evaluando el polinomio en A, obtenemos

St et —edt e 0 0

1| —e¥ 46 e¥4ef 0 0
e* = p(A) = 3 9t 9l N
—2tet —2tet et — et 3t et
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 47

Propiedades 3.1.18 Sean m € N, A, B matrices de ntimeros reales m x m y
AeR

1) HeAH < el

2) elmxm =1,

3) Mm = e,

4) Si AB = BA, entonces e*® = ¢*¢P| y por lo tanto e™e® = eBel.

5) e* es inversible y ()™t = e A

6) Si P es una matriz m x m inversible y A = P7'BP, entonces ¢ = P~'ePP.
7) Si C(t) es una matriz m x m de funciones de clase €', tal que

CH)C'(t) = C'()C(1),

entonces

Las Propiedades 3.1.18 tienen la consecuencia siguiente

Teorema 3.1.19 Si A es una matriz m X m de ntumeros reales y tq € R, entonces
la matriz

6(t_t0)A7

es la matriz fundamental principal en ¢, del sistema

y = Ay.
<
La solucion general de

y/ = Ay + b<t>7
es
t
y(t) = e +/ e =p(s)ds, ¢ € R", (3.13)

to

donde ty € 1.
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48 3.1. Sistemas diferenciales lineales

La solucion del problema de Cauchy es
Yy = Ay +b(t)
Y(to) = Yo-

sera

t
y(t) = ety +/ e =Ap(s) ds. (3.14)

to

Apliquemos estos resultados a la resoluciéon de algunos problemas de sistemas
diferenciales lineales de coeficientes constantes

Ejemplo 3.1.20 Encontrar la solucion general del sistema
!/

(7 I 0 =2 (0
Yo = 1 -1 -4 Y2 1,
Y3 -1 0 0 Y3

Utilizando la exponencial que calculamos en el Ejemplo 3.1.15 y la férmula (3.13),
la solucion general es

1 2% 4 et 0 —2e* 4 2¢7 c1
y(t) = 3 2% — 27t —3te™t 3et —2e% +2¢7! — 6Gte”! co |, c1,09,c3 €R.
—e¥ et 0 e?t 4+ 2¢7! C3

N

Ejemplo 3.1.21 Resolver el problema de Cauchy

;L 1 2 cos 2t
v= -2 1 v+ —sen 2t
y(0) = (1,0).

La exponencial obtenida en el Ejemplo 3.1.16 es la matriz fundamental principal
en 0 del sistema homogéneo asociado. Aplicando (3.14), las solucion buscada es

(1) = ‘ cos2t sen 2t 1
SI=C\ —sen2t cos2t) \0
t
. / ot cos2(t —s) sen2(t— s) cos 25 ds
0 —sen2(t —s) cos2(t—s) /) \ —sen2s

_ ot ( cos 2t> . /t ( e"*(cos 2(t — s) cos 25 — sen 2(t — s) sen 25)) ds
0

— sen 2t —e"(sen 2(t — s) cos 25 + cos 2(t — s) sen 2s)
I cos 2t (e —1)cos2t\ ., cos 2t
— ¢ (—Sen2t> + ((1—et) sen2t | (2 =1) —sen 2t
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Ejemplo 3.1.22 Calcular la solucién general de

2 -1 00
, -1 200
Y= 1 1 21|¥
-1 -1 1 2
Utilizando la exponencial calculada en 3.1.17, la solucién es
ettt —edt el 0 0 c1
1| =¥+t 3 4e 0 0 Cy
y<t) - 5 Qtet 2t6t €3t + et 63t o et s , C1,C2,C3,Cy € R.

—2tet —otet et — et e 4 et 4

3.2 La ecuacion lineal de orden n

Sean € N, I € R un intervalo abierto y
aiy...,0n,0: 1 — R |
continuas en . Escribiremos una ecuacion lineal de orden n como
Y™+ ar )y + -t o ()Y + an(t)y = b(1). (3.15)

La funcion b(t) recibe el nombre de término independiente.
Un problema de Cauchy sera de la forma

Y™ a1y 4 4 e (DY + an(t)y = b(2).

: (3.16)
y(te) = ag, y'(to) = ar,..., " V(to) = s
conty €1, ag,...a,_1 € R.
La ecuacion lineal homogénea asociada a (3.15) es
Y™+ a )y Y 4 a1 ()Y + an(t)y = 0. (3.17)

Utilizando los resultados de § 1.2.5, podemos construir el sistema diferencial lineal
de tamano n asociado a (3.15)

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Yy = : : : - : y+1| | (3.18)
0 0 0 . 1 0
—a,(t) —an_1(t) —an_o(t) ... —aq(t) b(t)

con y = (ylv"‘vy’rL)‘
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50 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

Proposicién 3.2.1 Son equivalentes:

(1) y(t) = (yi(t),...,yn(t)) es solucion de (3.18).

(ii) yi(t) es solucion de (3.15) y

y(®) = (0,10, " V)

<

0 1 0 . 0
0 0 1 e 0
Y = : : : ST 72 (3.19)
0 0 0 e 1
—ap(t) —ap_1(t) —an_o(t) ... —ay(t)

que es un sistema homogéneo. También tenemos
Proposicién 3.2.2 Son equivalentes:
(1) y(t) = (yi(t),...,yn(t)) es solucion de (3.19).

(ii) yi(t) es solucion de (3.17) y

y(®) = (0,10, V)
<

El problema de Cauchy (3.16) también tiene se traduce a un problema de Cauchy
para sistemas

(

0 1 0 0 0
0 0 1 0
Y = : : : S A IR
0 0 0 e 1 0
—an(t) —a,_1(t) —an_o(t) ... —ay(t) b(t)
(Y1) = a0, ya(to) = an, ..., Yn(to) = ans

y por supuesto se tiene que

Proposicion 3.2.3 Son equivalentes:
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 51

(1) y(t) = (yi(t), ..., yn(t)) es solucion de (3.20).

(ii) yi(t) es solucion de (3.16) y
y(®) = (18,90, "0

<

Todo lo anterior tiene unas consecuencias que detallaremos a continuaciéon

Propiedades 3.2.4

1) El problema de Cauchy (3.16) tiene soluciéon tnica en /. Esta es la version
del Teorema de Picard para ecuaciones lineales.

2) Las soluciones de la ecuacion homogénea (3.17) forman un R-espacio vectorial
de dimension n. Llamaremos sistema fundamental de soluciones de (3.17) a
toda base del espacio de soluciones de (3.17).

3) Todo sistema fundamental de soluciones de (3.17) forma la primera fila de
alguna matriz fundamental de (3.19)

4) Mas concretamente, para [uy,. .., uy,][t] soluciones de (3.17) las siguientes
condiciones son equivalentes

(1) [wi(t),...,u,t)] es un sistema fundamental de soluciones de (3.17).

(ii) La matriz wronskiana

uy(t) ult) o ut)

R N )
I  CRN e

es un sistema fundamental de soluciones de (3.19).

(iii) El wronskiano

w0 L e
u ) W) u )
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52 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

(iv) El wronskiano

uy(to) ufto) o0 uto)
uy(to) uyto) -0 wto) T
: : .. : ) 0 :
T (YT 7 BRI e (7

5) La solucion general de (3.15) se obtiene sumando una soluciéon particular de
(3.15) a la solucion general de (3.17).

6) Se puede obtener una solucion particular mediante el método de variacion de
las constantes, que adaptado a la ecuacion (3.15) consiste en

6.1) Obtener un sistema fundamental de soluciones de (3.17)
[, ..., u[t].

6.2) Encontrar las funciones ¢(t) = (cy,. .., ¢,) [t] que proporciona el método
de variacion de las constantes para sistemas visto en § 3.1.2 para el
sistema (3.18) y para la matriz fundamental

uy(t) ult) o w(t)

o) ugw ugw 5 u%w
u ) WS - u )

6.3) La solucion particular buscada es
u(t) =c1()ur(t) + - + cn(t)un ().
Q

Proposicion 3.2.5 [Principio de superposicién de soluciones]
Sean k € N, Aq,..., \p € Ry by(t),...,b(t) funciones continuas en el intervalo 1.
Si para cada j = 1,...,k, u;(t) es una solucion de

Y™+ ar(t)y ™Y 4 an ()Y + an(t)y = by(2),

entonces
u(t) = Mug(t) + - - - + Apug(t),

es solucién de

Y™ 4 al(t)y(”_l) + ot a1 ()Y + an(t)y = Mbi(t) + - + Abe(2).
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 53

3.2.1 Coeficientes constantes

Cuando las funciones aq(t), ..., a,(t) son constantes, se dice que la ecuacion lineal
de orden n es de coeficientes constantes. En este caso, la ecuacion adopta la forma

y(”) + aly(nfl) + ..o+ anfly/ —+ anly = b(t>7 (321)

con ay,...,a, € Ry b(t) continua en un intervalo abierto I.
La ecuacion homogénea asociada, es ahora

y(”) + aly(nfl) 4+ 4 anfly/ —+ aply = 0. (322)
Obsérvese que en el caso homogéneo, el intervalo donde hay existencia y unicidad
para las soluciones es todo R.

3.2.1.1 Resolucidén de la ecuacién homogénea

Como el sistema diferencial lineal asociado a una ecuacion lineal de orden n es
también de coeficientes constantes, por lo expuesto anteriormente bastaria resolver
aquél para resolver la ecuacion.

Ejemplo 3.2.6 Se considera
y" +4y = 0.

Calcularemos un sistema fundamental de soluciones resolviendo el sistema asociado

Y=\ 4 0)¥

Utilizando el algoritmo para el calculo de la exponencial, llegamos a

1
cos 2t 5 sen 2t
—2sen2t cos2t

por lo que su primera fila nos proporciona el sistema fundamental de soluciones
para la ecuacion
1
[cos 2t, 5 sen 2t].
Es inmediato ver que

[cos 2t, sen 2t],

es otro sistema fundamental de soluciones. <

Veremos a continuaciéon un método directo para calcular un sistema fundamental
de soluciones, aunque en general no proporciona el mismo sistema fundamental
que el método anterior ilustrado en el Ejemplo 3.2.6.
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54 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

Algoritmo 3.2.7 Partimos de la ecuacion (3.22) y obtendremos un sistema fun-
damental de soluciones.

1) Calcular el polinomio caracteristico de (3.22), que por definicion es
P(z)=a2"+a2" '+ + ap_17 + ayp,

y obtener todas sus raices
AL, € C

junto con sus multiplicidades respectivas

ri,...,Tr € N.
2) Considerar la funcion auxiliar
flx) =e™.
3) Las n funciones siguientes

FOu), ), fO Y 0)

f()‘k)a f/(>\k:)7 s 7f(rk71)()‘k)7
son un sistema fundamental de soluciones de (3.22)

N

Ejemplo 3.2.8
y/// _ y// o 5y/ . ?)y — 0

Su polinomio caracteristico es
P(x)=2°—2> -5z — 3= (z - 3)(z + 1)
Por tanto sus raices son 3 y —1 con multiplicidades respectivas 1 y 2. Ahora
flx) =", fla) =te,
de donde un sistema fundamental de soluciones es
[F(3), f(=1), f(=1)] = ¥, e te™").

Si hubiéramos calculado un sistema fundamental de soluciones mediante la expo-
nencial del sistema asociado como en el ejemplo 3.2.6, hubiéramos obtenido

12t +e+15 , dt+et—1 , 12t—ef+1

[ € 7 € ) - € ]7

16 8 16

que es mucho més complicado. <
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 55

Ejemplo 3.2.9
y® — 7yW 4 19y — 25y" + 16y — 4y = 0.
Su polinomio caracteristico es
P(x) = 2° — 72" +192° — 252% + 160 — 4 = (z — 1)3(x — 2)%.
Sus raices son 1 y 2 con multiplicidades respectivas 3 y 2. Necesitamos considerar
F@) = e, flo) = te, [z) = Pe,
por lo que un sistema fundamental de soluciones es
[F(1), (1), (1), f(2), F12)] = [ te’, %", e te™].

Con la exponencial del sistema asociado tendriamos

[(2t — 7)e* + 2(1% + 2t + 4)e’, (24 — Tt)e* — 2(3t% + 8t + 12)é’,

(9t — 30)e* + (1?;_752 4 21t + 30)e, (16 — 5t)e* — (3t* + 11t + 16)e’,

2

(t—3)e* + (5 + 2t + 3)é'].

<

Ejemplo 3.2.10
v +4y = 0.

El polinomio caracteristico es
P(x) = 2° + 4 = (v — 2i)(z + 2i).
Sus raices son 2¢ y —2i con multiplicidad 1 las dos. Consideramos
fla) =e",
por lo que un sistema fundamental de soluciones es
[£(20), f(—2i)] = [*", e7 "] = [cos 2t + i sen 2t, cos 2t — i sen 2t].

Vemos que aparecen funciones complejas, lo cual no es adecuado al problema que
nosotros consideramos, que es real. Si llamamos

v1(t) = cos 2t + i sen 2t, vy(t) = cos 2t — isen 2t,
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56 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

Entonces las funciones

1 1
U1<t) = 51)1 + §U2

1 1
U2<t> = ZUI — ZUQ,

también seran un sistema fundamental de soluciones, puesto que la matriz

1 1
2 2
1 1]’
2% 2

es inversible. Pero puesto que vy y vy son conjugadas, u; es la parte real de vy y
uy su parte imaginaria, luego son funciones reales. De este modo obtenemos un
sistema fundamental de soluciones formado por funciones reales

[u1, ug] = [cos 2t, sen 2t].
N

Lo que se ha hecho en el Ejemplo 3.2.10 es completamente general. Siempre que
nos aparezca una solucion compleja, apareceré también su conjugada, con lo cual
se podran sustituir las dos por la parte real y la parte imaginaria de una de ellas,
para conseguir finalmente un sistema fundamental de soluciones reales.

3.2.1.2 Resolucién de la ecuacién no homogénea

Para resolver un sistema homogéneo, bastaria resolver el homogéneo y luego aplicar
el método de variacion de las constantes al sistema diferencial asociado para calcular
una solucién particular del sistema no homogéneo.

Ejemplo 3.2.11 Resolveremos el problema de Cauchy
y" + 4y = sent

y(0) = 1,y/(0) = 0.

1) Primero necesitamos obtener un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea asociada. Eso ya lo hicimos en el Ejemplo 3.2.10. Tenemos
asi

[u1, ug] = [cos 2t, sen 2t].
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2) Resolvemos el problema de Cauchy homogéneo asociado

y// + 4y — O
(3.23)

Buscamos una solucién de la forma
u(t) = crui(t) + coua(t) = ¢1 cos 2t + co sen 2t,
a la que imponemos las condiciones iniciales

w(0) =1<=cyco80+cesen)=1<=c¢; =1
w(0) =0 <= —c¢1sen0+ cyco80 =0 < ¢, = 0.

Por lo tanto u(t) = cos 2t.
3) Calculamos ahora la solucion de

y" + 4y = sent

por el método de variacién de las constantes para el problema de Cauchy

asociado,
;o 0 1 . 0
Y714 0) Y7 Lsent (3.24)

y(O) = (07 0)'

Una matriz fundamental para el sistema homogéneo asociado es la matriz
wronskiana del sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea
calculado antes,

O(t) = ur(t) we(t)\ [ cos2t  sen2t
S\ uy(t) wuyt) ) \ —2sen2t 2cos2t
La formula (3.7) que proporciona el método de variacion de las constantes,
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58 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

nos dice que la solucion de (3.24) es

1
t [ cos2s ——sen?2s
O(t) 2 U ds
0 1 sen s

sen 2s — CoS 2s
2

|
/ ——sen2ssensds
0 2

1
t —ésen%sens
CD(t)/ ds = O(¢)
0

1 t
—cos2ssen s —cos2ssen sds
2 0 2

1/1
( cos 2t sen 2t ) 4 (5 sen 3t — sen t)

—2sen2t 2cos2t 1 ; 1 2t 2
— | cost — =cos 3t — =
4 3 3

La solucion u,(t) de (3.23) es la primera componente de w,(t), por lo tanto
del producto de matrices anterior, sélo calculamos la primera fila de ©(t) por
la matriz columna, resultando que

1 1 1 2
up(t) =1 ((5 sen 3t — sent) cos 2t + (cost — g cos 3t — 5) sen 2t> =

1
§(1 — cost)sent.

La soluciéon al problema de Cauchy inicial es

1
u,(t) + u(t) = 5(1 — cost)sent + cos 2t.
4

No obstante, este método, aunque completamente general, suele ser bastante
costoso. Afortunadamente, en ciertos casos especiales resulta mas sencillo obtener
una solucion particular, como veremos a continuacion. Utilizaremos el principio de
superposicion de soluciones, 3.2.5 y el resultado siguiente.

Proposicion 3.2.12 Si en la ecuaciéon (3.21), el término independiente es de la
forma

b(t) = e™(p(t) cos Bt + q(t) sen Bt), (3.25)
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donde a, 5 € R y p(t),q(t) son polinomios en t, entonces existe una solucion
particular de (3.21) de la forma

uy(t) = t"e™ (p(t) cos Bt + G(t) sen Bt), (3.26)

donde p(t), ¢(t) son polinomios en ¢ de grado menor o igual que el méximo de los
grados de py ¢ y el valor r € NU {0} es la multiplicidad de « + i3 como raiz del
polinomio caracteristico de (3.21). <

En la préctica la solucion (3.26) se busca escribiendo los polinomios p y ¢ con
coeficientes indeterminados e imponiendo que u,(t) sea solucion de (3.21). Esto
nos proporciona un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son dichos
coeficientes indeterminados.

Obsérvese que combinando la Proposicion 3.2.12 con el principio de superposicion
de soluciones, 3.2.5, en caso de que en la ecuacion (3.21) el término independiente

sea una combinacion lineal de términos by(t), ..., byt), cada uno de ellos de la forma
(3.25)
k
b(t) = > Abs(t),
j=1
entonces para cada j = 1,...,k podriamos obtener una solucion particular u,; de

la forma (3.26) para el problema
Y™+ ay™ Y ot any + any = b(t),

en cuyo caso una solucién particular del problema total seria

k
uy(t) = Z Aty (t).

Ejemplo 3.2.13 Calculemos la solucion general de

yW — 10y" + 38y" — 66y’ + 45y = 5te! cos 2t + 4e* — 6t%e> — 2te* sent + 3te
+ 10£3e" cos 2t + e* cost — 10e! sen 2t.

Primero resolvamos el problema homogéneo asociado
y@ —10y" + 38y" — 66y’ 4+ 45y = 0
El polinomio caracteristico es

P(x) = 2" — 102* + 3827 — 66z + 45,
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60 3.2. La ecuacidn lineal de orden n

cuyas rafces son 2 + i, 2 — ¢ y 3 con multiplicidades 1, 1 y 2. Por tanto un sistema
fundamental de soluciones es

[e* te* e cost,e* sent].

Ahora vamos a calcular una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea.
Debemos agrupar convenientemente el término independiente

b(t) = 5te' cos 2t + 4e — 6123 — 2te* sent + 3te* + 10t3e’ cos 2t
+ e* cost — 10e’ sen 2t
= e?(cost — 2tsent) + 3e¥ (t — 2t?)
+ 5el((t + 2t%) cos 2t — 2sen 2t) + 4e’.

Sean

Cada una de estas funciones b; es de la forma (3.25). Nuestro problema original es
y @ — 10y" + 38y" — 66y’ + 45y = by (t) + 3ba(t) + 5bs(t) + 4by(t).

Por tanto calcularemos soluciones particulares para cuatro ecuaciones a cada una
de las cuales podremos aplicarle 3.2.5.

1)
y W — 109" + 38y" — 66y’ + 45y = by (t) = €*(cost — 2t sent).

En este caso tendremos a@ = 2, f = 1, p(t) = 1, ¢(t) = —2¢ y por tanto el
grado de p y ¢ deberé ser 1. Como 2 + ¢ es raiz del polinomio caracteristico
con multiplicidad 1, tenemos que r = 1. Asi la solucién buscada es de la
forma

up (t) = te® ((Ag + Ait) cost + (Bo + Bit) sent).

Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos

8A te* cost + (4Ag — 12B; — 1 — 8A;)e* cost+
(8By + 2)te* sent + (—8By + 4By + 124, )e* sent = 0,
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lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

0 8 0 0| O
0 12 4 -8, 0
4 -8 0 -—12 11’
0O 00 81 —2
en las variables
Ay, Ay, By, By
Resolviendo
Ay= -1 A4 =0, By= -1 B =1
0 , Al ,» Do 5 Pl 1
de donde

1
up () = theZt(Q cost — (2 +t)sent).
2)
y@ —10y" + 38y — 66y’ + 45y = by(t) = 3 (t — 2t7).

En este caso tendremos a = 3, 3 = 0, p(t) =t — 2t*, q(t) = 0 y por tanto
el grado de p debera ser 2. Como 3 es raiz del polinomio caracteristico con
multiplicidad 2, tenemos que r = 2. Asi la soluciéon buscada es de la forma

Up2 (t) = tzegt(Ao + Alt + Agtz).
Imponiendo que sea solucion de la ecuacion y agrupando, obtenemos
(24A5 + 2)t%e® + (12A; + 484, — 1)te 4 (440 + 2445 + 124,)e* = 0,

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

4 12 24 0

0 0 24|-2],

0 12 48 1
en las variables

A07 A17 AZ-
Resolviendo 3 . .
- _° Y
AO A y Al 12 ) 2 12 )

de donde
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3)
Y 10y" 4 38y" — 66y’ + 45y = bs(t) = €' ((t + 2t°) cos 2t — 2sen 2t).

En este caso tendremos a = 1, 8 = 2, p(t) =t +2t3, q(t) = —2 y por tanto el
grado de p y ¢ debera ser 3. Como 14 2i no es raiz del polinomio caracteristico,
tenemos que r = 0. Asi la solucién buscada es de la forma

up3(t) = €' ((Ag + Ast + Agt? + Ast?®) cos 2t + (By + Byt + Bot® + Bst®) sen 2t).
Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos

(—32A0 + 56A; — 20Ay — 36A3 + 168, + 248, — 72B, + 48Bs)e’ cos 2t
(—32A; + 1124, — 6043 + 16 B, + 48 By — 216 B3 — 1)te' cos 2t

(—32A3 + 16 B3 — 2)t°¢’ cos 2t

(—32A5 + 16843 + 16 B, + 72Bs)te’ cos 2t

(—16Ag — 24A; + T2A, — 48A3 — 32By + 56 B; — 208, — 36 B3 + 2)e' sen 2t
(—16A; — 48Ay + 21645 — 32B; + 1128, — 60Bs)te’ sen 2t)

(—16A3 — 32B3)t%c! sen 2t

+ (—=16Ay — 7245 — 328, + 168B3)t%e' sen 2t = 0,

+
+
+
+
+
+

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

0 —32 112 —-60 0 16 48 —216]| 1
O 0 0 -32 0 0 0 16| 2
0 0 —-32 168 0 0 16 72| 0
0 —16 —48 216 0 —-32 112 —60| O
O 0 0 —-16 0 0 0 -32/ ol
0 0 —16 —72 0 0 —32 168| 0
32 56 —20 —36 16 24 —72 48| 0
16 —24 T2 —48 —32 56 —20 —36]| -2
en las variables
A07 Al7 A27 A37 BOa Bl7 827 BS'
Resolviendo
11357 1337 2,1
07 920000" “t 40007 77 400 P 20
403 521 111 1
By= — By =—— By=-— Bg=—
07 95007 7t 10007 T 4000 TP 40’
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de donde

' ((11357 + 6685t — 1350t* — 1000t*) cos 2t+
(3224 + 10420t + 5550t + 500t*) sen 2t).

s(t) = 55000

4)
y@ —10y" + 38y" — 66y’ + 45y = by(t)e".
En este caso tendremos o =1, 5 =0, p(t) =1, ¢(t) = 0 y por tanto el grado

de p y ¢ debera ser 0. Como 1 no es raiz del polinomio caracteristico, tenemos
que r = 0. Asfi la soluciéon buscada es de la forma

Up4<t) = €tA0.
Imponiendo que sea soluciéon de la ecuacion y agrupando, obtenemos
(8140 — 1)€t = O,

lo cual impone que los coeficientes tengan que anularse y por lo tanto queda
un sistema de ecuaciones lineales con matriz ampliada

(8]1),

en la variable

Ap.

Resolviendo

de donde

upa(t) = <€’

Por el principio de superposicién de soluciones, 3.2.5, una soluciéon particular del
sistema de partida es

Up(t) = up1 (1) + Bupe(t) + duys(t) + dupa(t).
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y la solucién general buscada es

y(t) = uy(t) + c1® + cote® + cze® cost + cie® sent

= upn (t) + Bupa(t) + Buys(t) + dupa(t) + cre® + cote® + cze® cost + coe sent

1 1, .
= Zt62t<2 cost — (2+t)sent) + the‘“(—9 + 5t — %)

+ e'((11357 + 6685t — 1350¢* — 1000t*) cos 2t

4000
1
+ (3224 + 10420t + 5550¢> + 500¢°) sen 2t) + §et

+ 163 + cote® + c3e®t cost + cpe?t sent,

con ¢y, ¢, c3, ¢4 € R.

3.2.2 La ecuaciéon de Euler

La ecuaciéon de Euler es de la forma
(ct +d)"y'™ + ay(ct +d)" 'y o a, (et +d)y Fany = b(t),  (3.27)

conn € N, ay,...,a,,¢,d € R, ¢ # 0, y donde se supone que existe I intervalo
abierto con b:I — R continua.

Para ct + d > 0, el cambio de variable independiente ct + d = e la convierte en
una ecuacion lineal de coeficientes constantes.

Para ct + d < 0, el cambio de variable independiente ct + d = —e* la convierte en
una ecuacion lineal de coeficientes constantes.

3.3 Ejercicios

Ejercicio 3.1 Calcular la exponencial de tA, siendo A cada una de las matrices
siguientes.

) (01 —2 2 -1
{1 o d -2 1 o0

21 0
0 1
) (1)

2 0 1

31 e) {020

C)(—11) 01 3
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|

0
0
-3
-1

1
1
9
4
-9
1

-1
-1
—4
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Ejercicio 3.2 Resolver los problemas de Cauchy
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66 3.3. Ejercicios

3 -2 4

) y=[4 -3 8|y
1 -1 3
y(1) = (1,4,2)

Ejercicio 3.3 Sea el sistema diferencial lineal

Yy = (i ;) y + b(x).

a) Sib(z) = (**,0), calcular una solucién particular del sistema de la forma
e**u, con u € R%

b) Si b(xz) = (e%,0), calcular una soluciéon particular del sistema de la forma
e’ (a + bx,c+ dx), con a,b,c,d € R.

Ejercicio 3.4 Sean m € N, A una matriz de numeros reales m x m tal que 0 no
es valor propio de A 'y b € R™. Probar que existe u € R™ tal que y,(t) = u es una
solucion del sistema.

y = Ay +b.

Calcular la solucion general de los sistemas
)y = 5 —2 n 2
VY =l4 1)¥ ) b) y =

Ejercicio 3.5 Sea a € R. Resolver el problema de Cauchy

S O N
= NN O
w o =
<
+
=N W

a+1 -1 1 1
y = 1 a—-1 1]y+|1
0 0 a 0

y(0) = (1,0,—-1)

Ejercicio 3.6 Sean m € N A una matriz de nimeros reales m X m e yo(t) una
solucion de y' = Ay. Probar que tyo(t) es solucion de y' = Ay + yo(t).
Calcular la soluciéon general del sistema

1 =1 0 et
y=[(1 1 —1]y+]{0
2 0 -1 et
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3. Ecuaciones diferenciales lineales 67

Ejercicio 3.7 Calcular la soluciéon general de

1 ¢t 0 te!
y=[0 1 t]y+ |2
0 0 1 0

Ejercicio 3.8 Calcular un sistema fundamental de soluciones para cada una de
las siguientes ecuaciones

a) 3" + Ay =0, siendo \ € R. f) v =3y + 3y —y=0.
" / .
b)y —y—2y—0. g) t2y”+ty'—4y:0.
c) v =2y +y=0.
d) ' —6y + 13y = 0.

1" " ’ i) " _2 "=
e) vy —y'+9% — 9y =0. Dy + 17y =0

h) 2%y — xy' + 2y = 0.

Ejercicio 3.9 Comprobar que [t,te'] es un sistema fundamental de soluciones de
t2y —t(t +2)y + (t+2)y = 0.

Ejercicio 3.10 Encontrar las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
que tienen por solucién general

a) e’ + e " e, 0 €R d) cit + e, 1,0 €R.
b) ¢ cost + cosent, ¢p,co € R. e) cit + cosent, ¢p,c € R.
c) (c1 + cat)el, c1,00 € R. f) cie'sent + coel cost, c1, 0o € R.

Ejercicio 3.11 Resolver los problemas de Cauchy

y" =y + 4y — 4y =0 y' — by + 6y = (12t — T)e*
a) c)
y(0) =1, y(0) = -1, y"(0) =1 y(0) =0, y(0) =1
y'"+y’=0 t2y//_2y:t3€t
b) d)
y(m) =0, y(x) =2, y'(7) = —1 y(1) =0, y(1) =1

y(4) +4y/// + 5y// +4y/ +4y =0
e)
y(0) =1, y(0) = -1, 4"0) = -1, y"(0) =1

Ejercicio 3.12 Calcular la soluciéon general de
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68 3.3. Ejercicios

a) y'+y=tsen2t — 1. f) 2%y’ + 2zy = 1.

b) y® + 2" +y =t g) y' =3y +2y = x(z + 1)e*.

c) iy —y=te. h) zy" +¢' = 1.

d) v’ — 4y + 5y = 1 + € sent. i) %"+ 267" — by +y = 1267,
" . 1 . 7 ’ _ e’

e)y—l—y—logt—t—z. J)y—2y+y—;.

k) y@ — 12y" + 46y" — 60y + 25y = e*.

l) y/// _ y// _ y/ + Yy = tet + 26_3t + cost.
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